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这 些 文章 的 目的 是 要 解决 数学 方法 论 的 某 些 问题 。 
若 没有 对 形式 主义 的 批判 和 最 终 据 弃 ， 数 学 史 与 数学 发 现 的 逻辑 ， 即 数学 思想 之 
系统 发 生 与 个 体 发 生 是 不 能 得 到 发 展 的 。 
非 形 式 、 准 经 验 的 数学 的 发 展 ， 并 不 只 靠 逐 步 增 加 的 弓 良 置疑 的 定理 的 数目 ， 而 
是 靠 以 思辨 与 批评 、 证 明 与 反 驭 之 逻辑 对 最 初 猜想 的 持续 不 断 的 改进 。 
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“凡是 对 数学 感 兴趣 ， 以 前 又 没有 读 过 伊 姆 雷 ， 拉 卡 托 斯 著作 的 读者 ， 本 书 将 是 

梦 上 昧 以 求 的 珍宝 。 对 于 读 过 1963 一 1964 年 发 表 在 英国 《科学 哲学 》 上 的 对 话 (对 话 内 

容 是 本 书 的 主体 ) 的 读者 来 说 ， 本 书 的 补充 内 容 很 值得 一 读 。 这 是 一 本 丰富 多 彩 的 、 

令 人 鼓舞 的 书 。 它 不 像 其 他 数学 哲学 著作 的 写作 风格 ， 它 是 从 对 数学 的 实 实 在 在 的 视 
角 出 发 ， 描 述 学 术 进展 的 关键 。 
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ERA BP, PE + 拉 卡 托 斯 研究 了 数学 中 采用 的 “发 现 逻 辑 M EAE 

辑 ”。 全 书 论证 深刻 ， 文 风 清 晰 ， 激 情 奋 发 ， 将 来 一 定 会 成 为 经 典 之 作 。 凡 是 想 了 解 
更 多 数学 本 质 、 想 了 解数 学 何以 进步 ， 想 探索 如 何 搞 好 数学 教学 的 读者 都 会 爱不释手 。” 
ua (5) 杂志 


责任 编辑 : 范 仁 梅 
美术 编辑 :， 陈 # 


ISBN 978-7-309-05397-5 


9 787309 053975 
www.fudanpress.com.cn 定价 : 15.00% 


西方 数学 文化 理念 传播 译 从 
丛书 主编 E T 


Proofs and Refutations 


证 明 3x 5X 


学 AR OU By iE 辑 


(XJ 伊 姆 雷 . 拉 卡 托 斯 x€ 
方刚 兰 钊 i 


Mack: ums 


www.fudanpress.com.cn 


图 书 在 版 编目 (CIP ) 数据 

证 明 与 反驳 一 一 数学 发 现 的 逻辑 /{ 英 ] 伊 姆 雷 . 拉 卡 托 斯 著 ; 方 刚 ， 
兰 钊 译 . 一 上 海 :复旦 大 学 出 版 社 ,2007.3 

(西方 数学 文化 理念 传播 译 从 ) 

书 名 原文 :Proofs and Refutations: The Logic of Mathematical Discovery 

ISBN 978-7-309-05397-5 


IE E. 拉 …@ 方 …@ 兰 … M 数学 方法 -科学 方法 论 - 
研究 IV.01-0 


中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (2007) 第 022030 号 
© 1976, ..., 1999 by Cambridge University Press Proofs and Refuta- 
tions: The Logic of Mathematical Discovery Imre Lakatos 
本 书 经 剑桥 大 学 出 版 社 授权 出 版 中 文 版 
著作 权 合同 登记 号 ”图 字 :09-2005-407 号 


证 明 与 反驳 一 一 数学 发 现 的 逻辑 
(X)818E . 拉 卡 托 斯 著 方 M 兰 dj 译 
出 版 发 行 ok mage — 上海 市 国 权 路 579 号 ”邮编 200433 


86-21-65642857( 门 市 零售 ) 
86-21-65118853 (团体 订购 ) 86-21-65109143( 外 坊 邮 购 ) 


fupnet@ fudanpress. com http://www. fudanpress. com 
责任 编辑 范 仁 梅 
总 编 辑 高 若海 
出 品 人 贺 圣 遂 
Ep — m) 上 海 申 松 立信 印刷 厂 
开 本 890 x1240 1/32 
Ep 3K 6.625 
F 9] IF 
版 Xx 2007 年 3 月 第 一 版 第 一 次 印刷 
印 数 1 一 5 100 
书 号 ISBN 978-7-309-05397-5/0 - 389 
XE fft 15.00 元 


如 有 印 装 质量 问题 ,请 向 复旦 大 学 出 版 社 发 行 部 调换 。 
版 权 所 有 ”侵权 必 究 


作者 简介 
拉 卡 托 斯 (Imre Lakatos, 1922—1974 ) 

英 籍 匈牙利 人 ， 出 身 于 匈牙利 的 一 个 犹太 人 家 
庭 ， 是 20 世 纪 著 名 的 数学 哲学 家 、 科 学 哲学 家 ， 
也 是 现代 科学 哲学 历史 学 派 的 主要 代表 之 一 . 
二 战 期 间 是 积极 的 共产 党 人 ，1950 年 至 1953 年 
以 修正 主义 者 之 名 被 监禁 ，1956 年 苏联 出 兵 匈 
牙 利 后 ， 流 亡 到 英国 ， 继 续 求 学 ， 获 剑桥 大 学 
哲学 博士 学 位 ， 后 人 英国 籍 。 从 20 世 纪 60 年 代 
初 起 到 去 世 为 止 ， 一 直 在 伦敦 经 济 学 院 任教 ， 
ER (Karl Popper) 和 沃 特 金 斯 (John Watkins ) 
共事 ， 继 波 普 任 科学 方法 、 逻 辑 学 和 哲学 系 主 
任 ， 并 任 《 科 学 哲学 》 困 志 主 编 ， 主 要 著作 有 
《科学 研究 纲领 方法 论 》、《 数 学 、 科 学 与 认 
识 论 》、《 证 明 与 反驳 》. 
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方刚 ， 博 士 ， 副 教授 ， 现 任教 于 中 国 科 学 
技术 大 学 科技 传播 系 . 

兰 钊 ， 中 国 科学 技术 大 学 理学 学 士 ， 目 前 
正 于 美国 伊利 诺 大 学 艺 加 哥 分 校 (University 
of Illinois at Chicago ) 攻读 博士 学 位 ， 
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目的 是 要 解决 数学 方法 论 的 某 些 问题 。 


内 容 提要 


该 书 是 匈牙利 疹 英 国籍 著名 哲学 家 伊 姆 雷 。 拉 卡 托 斯 于 20 世 纪 60 年 代 完成 的 一 部 
探索 数学 史上 新 的 发 现 产生 过 程 的 经 典 著作 。 书 的 主要 内 容 包括 作者 用 5 年 时 间 收 集 的 
两 个 典型 的 数学 案例 ， 以 及 本 书 的 编者 添加 的 拉 卡 托 斯 1961 年 在 剑桥 大 学 所 撰 博士 论 
文 的 部 分 内 容 。 

拉 卡 托 斯 是 以 对 话 体 的 形式 进行 写作 的 ， 他 虚构 了 教师 在 课堂 上 与 学 生 们 讨论 正 
多 面体 欧 拉 公式 VW-E+F=2 的 猜想 与 发 现 、 证 明和 反 驶 的 全 过 程 ， 形 象 地 展现 了 数学 史 
上 对 此 问题 进行 研究 探索 的 真实 的 历史 图 景 ， 以 此 来 挑战 和 批判 以 希 尔 伯 特 为 代表 的 
认为 数学 等 同 于 形式 公理 的 抽象 、 把 数学 哲学 与 数学 史 割 裂 开 来 的 形式 主义 数学 史 观 。 
此 篇 光辉 论著 的 主要 目的 是 要 解决 数学 方法 论 的 基本 问题 ， 以 一 种 探索 和 发 现 的 情境 
逻辑 来 代替 形式 主义 和 逻辑 实证 主义 的 抽象 教条 。 正 如 拉 卡 托 斯 所 说 ， 非 形式 、 准 经 
验 的 数学 的 发 展 ， 并 不 只 靠 逐 步 增 加 的 毋庸 置疑 的 定理 的 数目 ， 而 是 靠 以 思辨 与 批评 、 
证 明 与 反驳 之 逻辑 对 最 初 猜 想 的 持续 不 断 的 改进 。 

本 书 的 写作 形式 也 颇 为 新 颖 ， 作 者 以 课堂 讨论 的 对 话 形式 来 展现 数学 的 发 现 ， 生 
动 地 体现 了 数学 发 展 的 辩证 过 程 。 正 因为 此 ， 该 书 还 可 以 作为 数学 教学 的 案例 ， 给 广 
大 数学 教师 提供 一 种 具有 实践 意义 的 教学 法 。 

特别 要 提请 读者 注意 的 是 ， 该 著作 脚注 的 内 容 十 分 丰富 ， 诸 多 数学 史上 的 争论 都 
体现 在 注释 之 中 ， 所 以 脚注 部 分 也 应 该 看 作 是 正文 的 有 机 组 成 部 分 ， 不 可 忽略 。 

作者 在 著作 后 面 还 列 了 一 个 非常 完整 的 参考 书目 ， 对 书 中 提 到 的 问题 和 观点 感 兴 
趣 的 读者 可 以 按 图 索 双 ， 定 会 有 更 大 的 收获 。 
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我 们 伟大 的 朋友 和 导师 伊 姆 雷 。 拉 卡 托 斯 (Imre Lakatos) F 
1974 年 2 月 2 日 意外 去 世 了 。 那 时 他 正 ( 像 往常 一 样 ) 忙 于 许多 学 
术 项 目 , 最 重要 之 一 是 出 版 他 那 才 华 横 溢 的 论文 《证 明 与 反 驶 》 
(Proofs and Refutations) 的 增 改 本 ,此 文 曾 分 4 部 发 表 于 《不 列 颠 
科学 哲学 杂志 》(The British Journal for the Philosophy of 
Science ,14,1963 一 1964) 。 拉 卡 托 斯 签订 出 书 合同 已 久 , 但 因 他 盼 
望 修订 与 进一步 改进 此 文 , 并 另行 增添 些 扎 实 的 材料 ,而 搁置 了 出 
版 。 这 项 工作 一 再 拖延 ,相当 程度 上 是 由 于 他 的 兴趣 转向 物理 科学 
之 哲学 ,但 在 1973 年 夏天 ,他 终于 决定 着 手 出 版 之 事 了 。 那 个 夏 日 
里 ,我 们 分 别 同 他 讨论 了 出 书 计划 ;在 他 的 身体 境况 不 断 亚 化 时 ,我 
们 试图 努力 编 出 一 本 同 拉 卡 托 斯 的 设想 尽 可 能 接近 的 书 。 

于 是 ,我 们 在 原 《 证 明 与 反 驶 》) 论 文 (作为 本 书 第 一 章 ) 的 基础 上 
增加 了 3 段 新 文 字 。 首 先 , 我 们 为 正文 增添 了 第 二 部 分 ,是 关于 庞 加 
3& (Poincaré) X} #-K JL (Descartes) - Xf (Euler) J8 £8 Er 4E 85 A dt fS 
数 证 明 的 ,取材 于 拉 卡 托 斯 1961 年 剑桥 博士 论文 的 第 二 章 。( 原 《证 
明 与 反驳 文稿 是 其 博士 论文 的 第 一 章 经 大 量 修订 与 改进 的 版 本 。) 
而 其 博士 论文 第 三 章 的 一 部 分 成 了 现在 的 附录 1, 内 含 对 证 明 与 反 
驶 法 增加 的 一 个 新 的 案例 研究 ,案例 是 柯 西 (Cauchy) 对 于 如 下 定理 
的 证 明 : 任何 收敛 的 连续 函数 项 级 数 的 极限 自身 是 连续 的 。 正 文 的 
第 二 章 和 附录 1 应 能 消除 读 过 《证 明 与 反驳 》 的 数学 家 所 表达 的 疑 
B: 拉 卡 托 斯 所 描述 的 证 明 分 析 (proof-analysis) 法 或 许 只 适用 于 多 
面体 研究 ,鉴于 这 个 “ 近 经 验 ”(near empirica) 主题 的 反例 唾 手 可 得 ， 
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也 许 不 适用 于 “真正 的 ”数学 。 增 加 的 第 3 段 文 字 ( 附 录 2) 亦 取材 于 
拉 卡 托 斯 学 位 论文 第 三 章 的 一 部 分 ,是 关于 他 在 数学 的 发 展 、 表 述 、 
教学 方面 的 主张 。 

拉 卡 托 斯 之 所 以 推迟 出 版 的 原因 之 一 ,是 他 认识 到 ,部 分 外 加 的 
材料 固然 含有 许多 新 观点 并 对 他 的 立场 有 发 展 之 处 , 却 仍 需 进 一 步 
其 酌 和 进一步 对 历史 资料 的 研究 ,尤其 是 (附录 1 中 ) 关 于 柯 西 与 傅 
立 叶 材料 的 真实 性 的 考证 。 我 们 也 意识 到 这 些 材 料 中 有 若干 疑难 、 
模棱两可 及 遗漏 之 处 。 然 而 ,我 们 以 为 不 应 当 更 改 拉 卡 托 斯 的 手稿 
内 容 。 要 做 到 详细 阐释 上 述 材 料 并 作 增 补 , 我 们 均 因 种 种 条 件 限制 
不 能 提供 翔实 而 不 可 或 缺 的 历史 资料 研究 。 于 是 ,面临 着 要 么 根本 
不 出 版 这 些 材料 ,要么 在 未 完成 的 状态 下 出 版 ,我 们 决定 选择 后 者 。 
我 们 感觉 ,上 述 的 材料 是 很 使 人 感 兴趣 的 ;并 希望 它 将 激 起 其 他 学 者 
在 必要 时 来 扩充 和 纠正 它 。 

总 而 言 之 ,我 们 认为 ,修改 拉 卡 托 斯 的 材料 内 容 是 不 合适 的 , 即 
便 是 对 我 们 确信 拉 卡 托 斯 已 改变 了 立场 的 那些 部 分 。 所 以 ,我 们 只 
限于 (以 星 号 标示 的 按 语 ) 指 出 其 中 我 们 应 该 说 服 拉 卡 托 斯 改动 了 的 
一 部 分 ,及 指出 (这 常 与 前 者 是 一 回 事 的) 我 们 相信 拉 卡 托 斯 在 如 今 
出 版 时 会 修改 的 一 部 分 材料 。( 在 他 完成 学 位 论文 到 去 世 的 13 年 
中 ,他 的 学 术 立 场 当然 变化 极 大 。 他 在 [1970] 的 文章 中 解释 了 其 总 
体 哲学 的 主要 倾向 。 我 们 应 当 提 到 , 拉 卡 托 斯 认为 他 的 科学 研究 网 
领 方法 论 对 他 的 数学 哲学 有 重要 的 意义 。) 

我 们 处 理 表述 内 容 的 方法 是 ,几乎 完全 不 动 拉 卡 托 斯 自己 曾 发 
表 的 材料 ( 即 正文 第 1 章 , 仅 有 的 例外 是 几 处 错 印 与 模棱两可 的 小 朴 
漏 )。 然 而 我 们 在 相当 程度 上 修改 了 之 前 未 曾 发 表 的 材料 一 一 但 是 ， 
再 次 强调 ,修改 仅 限于 形式 ,不 涉及 内 容 。 由 于 这 看 起 来 像 是 颇 不 寻 
常 的 步 又, 故 可 能 的 话 还 是 辩护 几 名 较 好 。 

拉 卡 托 斯 总 是 在 他 将 要 公开 发 表 的 所 有 材料 的 表达 上 费 很 大 的 
心思 ,而 且 发 表 前 他 通常 要 让 这 些 材料 先 在 同事 和 朋友 间 广 泛 传阅 ， 
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听取 批评 与 改进 的 建议 。 我 们 肯定 ,此 处 首次 发 表 的 材料 ,他 应 该 亦 
会 如 此 处 理 , 且 改动 得 会 比 我 们 斗 胆 引入 的 更 为 剧烈 。 我 们 (经 由 亲 
身 经 验 ) 所 了 解 的 拉 卡 托 斯 为 了 把 他 的 主张 尽 可 能 表述 清晰 所 付出 
的 艰辛 ,也 促使 我 们 尽 自 己 所 能 努力 完善 这 些 材料 的 表述 。 倘 若 拉 
卡 托 斯 本 人 修改 过 底稿 ,这 几 段 新 文字 便 自 然 会 比 其 所 应 当成 就 的 
面貌 更 好 ;但 是 ,我 们 感觉 同 他 是 如 此 的 亲近 ,同时 也 因为 深入 地 参 
与 了 他 以 前 的 出 版 事务 ,于 是 ,我 们 可 以 做 一 次 合理 的 尝试 ,将 这 些 
材料 改进 到 接近 他 自己 的 高 标准 要 求 。 

我 们 非常 高 兴 能 有 此 机 会 来 编辑 拉 卡 托 斯 数学 哲学 方面 一 些 重 
要 著作 并 完成 这 个 版 本 ,因为 , 借 此 可 以 报答 他 所 给 予 我 们 的 一 部 分 
学 术 与 私交 的 恩惠 了 。 


约翰 。 沃 拉 尔 
(John Worrall) 
IRA] e dU À 
(Elie Zahar) 
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这 本 书 的 底稿 历史 较 长 , 且 变 化 较 多 ,这 在 编者 前 言 中 已 部 分 指 
出 了 。 根 据 拉 卡 托 斯 加 在 他 1963 一 1964 年 原 论文 (此 处 重印 作 第 一 
章 ) 上 的 致谢 词 , 写作 工作 于 1958 一 1959 年 在 剑桥 的 国王 学 院 
(King's College) 时 开始 ,其 第 一 次 宣读 是 在 1959 年 3 月 伦敦 经 济 
学 院 (London School of Economics) 卡 尔 。 波 普尔 (Karl Popper) 的 
研讨 班 上 。 另 一 版 本 并 和 人 他 1961 年 的 剑桥 博士 论文 里 ,本 书 的 余下 
部 分 也 以 此 为 基础 。 学 位 论文 的 准备 在 R * B * ARUMER. B. 
Braithwaite) 教 授 的 指导 下 进行 。 与 此 一 道 , 拉 卡 托 斯 还 感谢 了 洛克 
菲 勤 基金 会 (Rockefeller Foundation) 的 经 济 资助 ,以 及 “接受 了 下 ， 
J > WAANT. J. Smiley) 博 士 的 诸多 帮助 .鼓励 和 有 价值 的 批评 ”。 
拉 卡 托 斯 致谢 词 的 余下 部 分 如 此 写 道 ， 

作者 在 伦敦 经 济 学 院 准 备 这 一 最 新 版 本 时 , 曾 努 力 留意 尤其 是 
以 下 诸位 的 批评 与 建议 : J' 阿 加 西 (J. Agassi) 博士. 哈 金 (I 
Hacking) [8 -E. W * C * JR CW. C. Kneale) 5 R * SHCR. 
Montagu) A, A + BREL X CA. Musgrave) M - 波兰 尼 (M. 
Polanyi) A] J + W + N + 瓦特 金 斯 (J. W. N. Watkins), TE G* 
波 利 亚 (G. Pélya) E B * Le $8 68 EL/RXF CB. L. Van der Waerden) 2t 
授 的 批判 性 评论 的 激励 下 ,作者 改进 了 例外 排除 法 的 处 理 。 人 怪物 排 
除法 与 怪物 校正 法 的 区 分 是 B. 麦克 莱 南 (B, MacLennan) 建 议 的 。 

此 文 当 被 视 作 在 波 利 亚 之 复兴 数学 探 试 法 与 波 普尔 之 批判 哲学 
的 背景 下 的 产物 。 

1963—1964 年 版 的 原 论文 有 如 下 的 致 献 词 : 


ie ”证明 与 反 职 


献 给 乔治 ， 波 利 亚 75 岁 与 卡尔 。 波 普尔 60 岁 生 日 。 

准备 此 书 时 ,编者 们 曾 受到 约翰 。 贝 尔 (John Bell) .迈克 。 险 莱 
Mike Hallet) &# - 3345 (Moshé Machover) SRH - FT HA 
(Jerry Ravetz) 的 帮助 ,他 们 沸 欣 然 阅读 了 第 二 章 与 附录 的 草稿 ,并 
提出 有 助 益 的 批评 。 

我 们 还 要 感谢 桑 德 拉 ，D。 米 软 尔 (Sandra D. Mitchell) 的 工 
作 , 尤 其 还 有 格 里 高 利 。 柯 里 (Gregory Currie) ,他 仔细 评审 了 我 们 
对 于 拉 卡 托 斯 著作 的 加 工 工作 。 


He REA 
埃 利 。 扎 哈 尔 


作 者 引言 


思想 史上 屡见不鲜 的 是 , 当 一 个 强 有 力 的 新 方法 出 现时 ,可 采用 
此 新 方法 处 理 的 问题 之 研究 进步 迅速 . 引 人 瞩 目 , 余 者 却 趋 于 被 忽视 
甚至 遗忘 ,其 研究 就 会 遭 到 名 视 。 

由 于 元 数学 (metamathematics) 劲 头 十 足 地 发 展 , 此 一 情形 在 我 
们 世纪 的 数学 哲学 中 看 来 业已 出 现 。 

元 数学 的 主要 内 容 是 一 种 对 数学 的 抽象 ,在 其 间 , 以 形式 系统 替 
代数 学 理论 .以 合式 公式 (well-formed formula) 的 某 种 序列 替代 证 
明 、 以 “理论 上 可 有 可 无 ” 却 “ 排 印 简 便 ”0 的 “ 缩 略 标记 ”(abbreviatory 
devices) 替 代 定义 。 此 种 抽象 由 希 尔 伯 特 (Hilbert) 发 明 , 旨 在 提供 
一 种 强 有 力 的 技术 工具 ,以 解决 数学 方法 论 中 的 一 部 分 问题 。 同 时 ， 
却 尚 有 在 元 数学 抽象 之 运用 范围 外 的 问题 , 5 IE À (inhaltliche, 

辟 内 谷 历 这 ) 数 学 及 其 发 展 和 解数 学 题 的 情境 逻辑 (situational 
logic) 有 关 的 所 有 问题 仍然 处 在 其 中 。 

倾向 于 认为 数学 等 同 于 其 形式 公理 抽象 ( 以 及 数学 哲学 等 同 于 
元 数学 ) 的 数理 哲学 学 派 ,我 称 之 为 "形式 主义 ”学派 。 形 式 主义 立场 
的 最 明白 阐述 之 一 可 在 卡尔 纳 普 (Carnap)[1937] 那 里 找到 。 卡 尔 纳 
BAR: (a)“ 哲 学 将 让 位 于 科学 逻辑 …… ”,《b)“ 科 学 逻辑 不 过 是 
科学 语言 的 逻辑 句法 …… ”,《c)“ 元 数学 是 数学 语言 的 句法 ”( 第 


© H#(CChurch){1956], 1 35,58 76—77 页 。 亦 参见 皮 亚 诺 (Peano)[1894], 第 
49 页 ,以 及 罗素 (Russell) 和 怀特 海 (Whitehead)[1910--1913], 第 1 卷 ,第 12 页 。 此 是 帕 
斯 卡 (Pascalb)[1659] 规 划 的 欧 几 里 得 (Euclid) 纲领 的 一 个 固有 组 成 部 分 ,参见 拉 卡 托 斯 
[1962] ,第 158 页 。 


tj: ÆNEAR 


xiii 页 与 第 9 页 ) 。 换 言 之 ,数学 哲学 将 被 元 数学 取代 。 

形式 主义 把 数学 哲学 与 数学 史 割 裂 开 来 ,因为 , 据 形式 主义 的 数 
学 概念 ,真正 的 数学 并 无 历史 。 所 有 形式 主义 者 皆 会 大 体 同意 罗素 
那 措 词 “罗曼 幕 克 ”但 立意 严肃 的 评论 , 依 此 , 则 布尔 (Boole) 的 《思想 
LE) Laws of Thoughi)(1854) 就 是 “古往今来 第 一 本 数学 书 ”0。 
形式 主义 拒 不 承认 大 部 分 过 去 公认 的 数学 之 作为 数学 的 资格 ,并 对 其 
发 展 只 字 不 言 。 所 有 “创造 ?时 期 与 几乎 所 有 “批判 ?时 期 的 数学 理论 
都 不 许 迈 和 形式 主义 的 天 堂 ,天 堂 里 数学 理论 如 炽 天 使 (Seraphim)@ 
一 般 存 在 ,尘世 间 不 确定 性 的 种 种 污 迹 被 清洗 得 一 干 二 净 。 然 而 , 形 
式 主 义 者 又 往往 为 堕落 的 天 使 留 一 扇 小 小 的 后 门 : 对 一 些 “ 数 学 与 
非 数学 之 混合 物 ? 来 说 ,倘若 后 来 发 现 有 “在 某 种 意义 上 容纳 它们 ”的 
形式 系统 存在 ,它们 亦 可 获准 升天 ( 柯 利 (Curry)[1951], 第 56—57 
页 )。 依 此 种 说 法 , 则 牛顿 不 能 不 等 4 个 世纪 ,直到 皮 亚 诺 ,罗素 与 奉 
因 (Quine) 以 形式 化 微 积 分 助 他 升 人 天 堂 了 。 狄 拉克 (Dirac) 更 是 幸 
运 : MEER, L e ME. Schwartz) 便 探 救 了 他 的 灵魂 。 或 许 
我 们 这 里 倒 该 提 提 元 数学 家 自 相 矛盾 的 困境 : 就 是 照 形式 主义 甚至 演 
绎 主义 的 标准 来 看 ,他 们 亦 非 诚 实 的 数学 家 。 迪 厄 多 内 (Dieudonné) 
说 ， 以 公理 形式 表述 推理 过 程 是 “任何 存 击 天 就 实 疤 学 的 数学 家 ,都 
肩负 着 的 绝对 义务 ”([1939] ,第 225 页 ,斜体 是 我 加 的 ) 。 

当 此 形式 主义 处 于 支配 地 位 之 时 ,我 们 要 套用 康德 (Kant) 的 
话 : 数学 史 , 在 缺乏 哲学 的 引导 下 ,已 变 得 育 月 了 ;而 数学 哲学 ,在 置 
数学 史上 最 引 人 人 和 人 胜 的 现象 于 不 顾 时 ,已 变 得 空 疗 了 。 

“形式 主义 ?” 乃 是 逻辑 实证 主义 哲学 的 堡 全 。 根据 逻辑 实证 主 


© ”罗素 [1901]。 此 文 以 《数学 与 形而上学 家 》(Mathematics and the Metaphysicians ) 
为 标题 重印 罗素 [1918] 的 第 5 章 。 引 语 可 于 1953 EMR (Penguin edition) 的 第 74 页 
上 找到 。 在 罗素 [1918] 的 前 言 中 ,他 论 及 此 文 :“ 它 所 以 有 这 样 的 语调 ,部 分 原因 是 编辑 请 
求 我 行文 * 尽 可 能 罗曼 蒂 克 ?。” 

Q BE: Seraphim, 希 伯 来 语 , 本 意 “ 燃 烧 中 之 物 ”(burning ones) , 指 “ 炽 天 使 ”(“ 撤 
BR”) ,基督 教 九 级 天 使 之 最 高 者 ,本 性 为 “ 爱 ", 象 征 “ 光 明 ”、“ 热 情 " 和 “纯洁 ”, 参 见 《 旧 
约 ， 以 赛 亚 书 ) 第 6 章 第 2 一 6 节 。 


作者 引言 ii 


义 ,一 命题 之 所 以 有 意义 仅 当 其 为 “ 重 言 式 的 ?或 是 经 验 的 陈述 。 由 
于 非 形式 数学 既 非 “ 重 言 式 的 ” 亦 非 经 验 的 ,其 必 为 无 意义 的 纯粹 胡 
149. LAENEENNAFNALETHLHFRRAEN. 
HELEH ARR RED CE EL 的 某 些 问题 。 我 使 用 “ 方 
法 论 ” 此 词 ,其 意义 近 于 波 利 亚 与 伯 奈 斯 (Bernays) 的 “ 探 试 法 ”2 和 
波 普 尔 的 “发 现 的 逻辑 ”或 “情境 逻辑 ”9。 当 下 ,套用 “数学 方法 论 ” 
一 词 作 为 “元 数学 ”的 同义词 无 疑 是 形式 主义 的 手法 ,这 说 明 在 形式 
主义 的 数学 哲学 中 , 没有 作为 发 现 的 逻辑 的 方法 论 之 地 位 @。 形 式 


© ” 据 图 开 特 (Turquette) ,可 德尔 式 (Gadelian) 语 句 是 无 意义 的 ([1950] ,第 129 页 ) 。 
图 开 特 持 论 反对 柯 比 (Copi) ,后 者 声称 ,因为 哥 德 尔 式 语句 是 车 侣 的 庶 政 , 且 是 非 分 析 的 ， 
它们 便 联 倒 了 先 验 的 分 析 论 ([1949] 与 [1950]) 。 他 们 均 未 注意 到 ,从 这 个 观点 来 看 , 哥 德 
尔 式 语句 的 独特 状态 在 于 这 些 定理 是 非 形式 数学 的 定理 ,并 且 事 实 上 他 们 是 在 一 个 特例 
下 讨论 非 形式 数学 的 状况 。 | 

@@” 波 利 亚 [1945j, 尤 其 是 第 102 页 , 亦 见 L1954]、[1962a]; 伯 奈 斯 [1947] ,尤其 是 第 187 页 。 

© ” 波 普尔 [1934], 随 后 见于 [1945], 尤 其 是 第 90 页 (或 第 4 版 [1962] ,第 97 页 ) ; 亦 
见 [1957], 第 147 HUF. 

© 可 以 举例 论述 此 点 ,如 塔 斯 基 (Tarski)[1930a] 和 [1930b]。 在 前 一 篇 文字 中 , 塔 
斯 基 骸 殉 使 用 “演绎 科学 一 词 ,作为 “形式 化 演绎 科学 ”的 略语 。 他 说 ;“ 基 本 上 是 在 相同 
的 意义 上 ,形式 化 演绎 学 科 构 成 元 数学 的 研究 领域 ,而 空间 实体 构成 几何 学 的 研究 领域 .” 
在 第 二 篇 文中 却 给 此 一 合情合理 的 表述 来 了 一 个 密谋 的 霸道 的 焉 曲 ;“ 基 本 上 是 在 相同 的 
意义 上 ,演绎 学 科 构 成 演绎 科学 方法 论 的 主题 ,空间 实体 构成 几何 学 的 主题 ,而 动物 构成 
动物 学 的 主题 。 自 然 , 并 非 所 有 演绎 学 科 都 纳入 了 适合 作为 科学 研究 之 对 象 的 形式 。 璧 
如 ,那些 没有 确定 的 逻辑 基础 的 ,没有 精确 的 推论 规则 的 ,以 及 以 通常 模棱两可 而 不 确切 
的 口头 语言 词汇 表述 其 定理 的 一 一 一 句 话 ,那些 尚未 被 形式 化 的 一 -都 不 适合 。 因 此 ,元 
数学 研究 只 限于 讨论 形式 化 演绎 学 科 .” 有 新 意 之 处 是 ,前 一 个 表述 声称 元 数学 的 主题 是 
形式 化 演绎 学 科 , 后 一 个 表述 声称 ,只 是 因为 非 形 式 化 演绎 科学 根本 不 是 科学 研究 的 合适 
对 象 ,所 以 元 数学 的 主题 限制 在 形式 化 演绎 学 科 中 。 这 意味 着 ,形式 化 学 科 的 史前 史 (pre- 
history) 不 能 是 科学 研究 的 主题 一 一 不 像 一 个 动物 物种 的 史前 史 , 正 可 以 成 为 十 分 科学 的 
进化 论 的 题材 。 没 有 人 会 怀疑 ,关于 数学 理论 的 某 些 问题 只 能 在 其 形式 化 后 才 可 处 理 , 正 
如 有 关 人 类 的 某 些 问 题 ( 如 人 体 解 剖 学 ) 只 能 在 人 死 后 才 可 处 理 。 但 几乎 没 人 会 由 此 推 
论 , 人 类 仅仅 在 他 们 “纳入 了 人“ 死 ?的 形式 ”时 ,“ 对 于 科学 研究 方 是 合适 的 ”, 因 而 生物 学 研 
究 只 限于 讨论 死者 一 一 虽然 ,我 并 不 会 惊奇 ,如 果 在 早期 解剖 学 的 辉煌 日 子 里 , 当 强 有 力 的 
新 解剖 法 出 现时 , 维 萨 里 (Vesalius) 的 一 些 充 满 热情 的 学 生 曾 认为 生物 学 等 同 于 对 尸体 的 分 
析 。( 译 注 : Andreas Vesalius, 1514— 1564, 比利时 解剖 学 家 、 医 师 ,现代 人 体 解 剖 学 之 英 基 
人 ,首次 以 解剖 人 成 作 教学 演示 , 著 有 《人 体 结构 De Humani Corporis Fabrica)? #.) 

塔 斯 基 对 于 除 形式 系统 之 外 ,是 否 存在 他 种 方法 论 持 否 定 态度 。 在 其 [1941] 的 前 言 
中 ,他 详细 论述 了 这 种 否定 态度 ;“ 经 验 科学 的 方法 论 课程 …… 必 须 主要 地 限于 评估 与 批 
评 试探 性 的 摸索 与 不 成 功 的 努力 .” 理 由 是 ,经 验 科学 是 非 科学 的 ; 因为 塔 斯 基 定义 一 个 
科学 理论 为 “被 断言 的 陈述 按 某 些 规则 排列 的 系统 (同上 ) 。 


iv. 证 明 与 反驳 


主义 者 说 ,数学 与 形式 化 的 数学 是 等 同 的 。 但 是 ,在 一 个 形式 化 的 理 
1& t 8T UEA (discover) AR? 两 种 情形 。 笋 一 ,可 发 现 一 些 问 
题 的 解法 ,而 一 个 调试 得 当 的 图 灵机 (Turing Machine) 可 在 有 限 的 
时 间 内 解决 这 些 问题 (如 : 某 个 宣称 的 证 明 是 否 为 一 证 明 ?)。 没 有 
数学 家 会 对 贯彻 这 些 判定 过 程 指定 的 枯燥 机 械 的 “方法 ?> 感 兴趣 。 
第 二 ,还 可 以 发 现 一 些 问题 的 解法 (如 : 在 一 不 可 判定 的 理论 中 , 某 
公式 是 否 为 一 定理 ?) ,在 这 些 问 题 中 ,可 作 指 导 的 “方法 ”只 有 “无 法 
驾驭 的 顿悟 与 好 运气 ?> 了。 

现在 ,现实 的 数学 不 再 坚持 机 械 的 理性 主义 与 晤 猜 的 非 理 性 主 
义 之 间 的 苍白 选择 了 0: 研究 非 形 式 数 学 ,可 为 正 开展 工作 的 数学 
家 得 出 一 套 丰 富 的 情境 逻辑 , 它 既 非 机 械 的 , 亦 不 是 非 理 性 的 ,但 不 
能 为 形式 主义 哲学 所 承认 ,更 不 能 为 其 所 激发 。 

若 没有 对 形式 主义 的 批判 和 最 终 据 弃 ,数学 史 与 数学 发 现 的 逻 
辑 , 即 数学 思想 之 系统 发 生 与 个 体 发 生 @, 是 不 能 得 到 发 展 的 。 

可 是 ,形式 主义 数学 哲学 有 很 深 的 根基 , 它 是 教条 主义 数学 哲学 
之 长 链 的 最 新 的 一 个 环节 。 教 条 主义 者 与 怀疑 主义 者 的 争论 已 有 两 
和 干 多 年 。 教 条 主义 者 以 为 一 一 依靠 我 们 人 类 的 智 识 以 及 /或 者 感官 
的 力量 一 一 我 们 能 获得 真理 并 知晓 我 们 已 获得 了 它 。 相 反 ,怀疑 主 


”形式 主义 哲学 最 危险 的 奇异 行为 之 一 是 以 下 的 习惯 CO 陈述 某 种 情形 -以 
正确 的 方式 一 一 关于 形式 系统 的 ; (2) 接着 说 这 适用 于 “数学 ”一 一 些 又 是 正确 的 ,如 果 我 
们 接受 数学 与 形式 系统 之 一 致 性 ; OD 然后 就 偷 换 词义 , 按 通常 的 意义 使 用 “数学 ”一 词 。 
所 以 奎 因 说 ([1951], 第 87 页 ),“ 这 反映 出 数学 上 的 典型 情形 ;数学 家 由 无 法 驾驭 的 领悟 
与 好 运 偶然 发 现 了 证 明 , 但 此 后 其 他 数学 家 可 以 检验 他 的 证 明 ”。 但 通常 检验 一 个 合计 
( 非 形式 ) 证 明 是 一 项 束 手 的 工作 ,而 偶然 发 现 一 个 “错误 ”需要 与 偶然 发 现 一 个 证 明 同 样 
的 领悟 力 与 好 运气 : 在 非 形式 证 明 中 发 现 “ 错 误 ” 有 时 也 许 需 要 几 十 年 一 如 果 不 是 几 百 
年 的 话 。 

© HEWES G. 波 利 亚 均 提议 将 下、 海 克 尔 (Haeckel) 有 关 个 体 发 生 重演 系统 
发 生 的 “基本 生物 发 生 律 ”应 用 于 思想 发 展 ,尤其 是 数学 的 思想 发 展 中 ( 庞 加 莱 [1908], 第 
135 页 ,及 波 利 亚 [1962b]) 。 在 此 引用 庞 加 莱 的 话 :“ 动 物 学 家 坚持 说 ,一 个 动物 的 胚胎 发 
育 在 轮 廊 上 重演 它 的 历代 祖先 通 贯 地 质 时 代 的 整个 历史 。 看 来 心智 的 发 展 也 是 同样 道 
理 …… 为 此 故 , 科 学 史 应 当 是 我 们 的 第 一 指南 "(G。B， ERREA. B. Halsted) 授权 
译本 ,第 437 H), GEE: Ernst Heinrich Haeckel, 1834 一 1919 ,德国 生物 学 家 MER, À 
尔 文 主义 支持 者 ,提出 生物 发 生 律 ,以 为 进化 论 之 证 据 ,) 


作者 引言 eve 


义 者 以 为 要 么 我 们 全 然 不 能 获知 真理 (除非 经 由 神秘 体验 之 助 ) ,要 
么 我 们 不 能 知晓 我 们 是 否 能 获得 或 已 经 获得 了 真理 。 在 这 场 大 辩论 
中 ,双方 的 论点 不 断 与 时 俱 进 ,而 数学 一 直 是 教条 主义 引 以 为 豪 的 堡 
人 垒 。 不 论 何 时 ,只 要 数学 教条 主义 陷 人 了 “危机 ”, 一 个 新 版 本 便 会 又 
一 次 提供 货真价实 的 严格 而 终极 的 基础 ,而 数学 即 由 之 恢复 权威 的 、 
一 贯 正确 的 .不 可 了 驳 倒 的 形象 , 伍 然 是 “上 帝 迄 今 愿 意 赐 予 人 类 的 唯 
一 科学 ”( 霍 布 斯 (Hobbes)[1651], 第 15 页 )。 大 多 数 怀 疑 主义 者 都 
听任 教条 主义 认识 论 的 这 个 根据 地 固 若 金汤 @。 如 今 对 它 的 挑战 也 
早 该 来 临 了 。 

这 个 案例 研究 的 核心 是 要 向 数学 形式 主义 挑战 ,但 却 不 会 直接 
地 反对 数学 教条 主义 的 根本 观点 。 谦 虚 地 说 , 它 的 目标 是 详细 发 挥 
此 一 论点 : 非 形式 、 准 经 验 的 数学 的 发 展 , 并 不 只 靠 逐 步 增加 的 弓 良 
置疑 的 定理 的 数目 ,而 是 靠 以 思辩 与 批评 ,证 明 与 反驳 之 逻辑 对 最 初 
猜想 的 持续 不 断 的 改进 。 不 过 , 因为 元 数学 是 如 今 正 迅速 发 展 的 非 
形式 、 准 经 验 的 数学 的 一 个 范式 ,所 以 ,此 文 亦 会 隐 含 地 挑战 现代 数 
学 的 教条 主义 。 目 前 元 数学 之 历史 的 研究 者 将 会 在 其 自己 的 领域 里 
辨认 出 此 处 描述 的 模式 。 

对 话 形式 当 可 折射 出 故事 发 展 的 辩证 性 ;其 意 在 包含 而 体现 一 
Ph BUE EE Bt RAP NEP. RSR SS IHE EE BEPE 25 
TC EOBIPEME RA EXA MAIRES. 


OD ”关于 数学 在 教条 主义 与 怀疑 主义 之 争 中 扮演 的 角色 之 讨论 ,参见 我 的 [1962] 。 
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第 1 章 


1. 一 个 问题 与 一 个 猜想 


对 话 发 生 在 一 间 虚 构 的 教室 里 。 课 堂上 正 热 衷 于 讨论 一 个 局 
I: 在 多 面体 一 一 尤其 是 正 允 历任 一 一 的 顶点 数 BBC E g F 
之 间 ,是 否 有 一 定 的 关系 呢 ? 就 像 多 边 形 的 顶点 数 与 边 数 的 通常 的 
关系 , 即 边 数 与 顶点 数 相等 : V = E? 依照 后 一 关系 ,我 们 能 根据 边 
数 (或 顶点 数 ) 划 分 不 同 的 多 边 形 : 三 角形 .四边形 ,五 边 形 等 等 。 类 
似 的 关系 将 会 有 助 于 给 多 历任 分 类 。 

在 多 次 尝试 和 错误 之 后 ,他 们 注意 到 ， 对 所 有 正 多 面体 有 1 V 一 
+F 一 29。 有 人 类 凋 这 可 能 对 无 论 什 么 样 的 多 面体 都 成 立 。 其 
他 人 尝试 去 证 伪 此 一 状 想 , 试 着 用 不 同 的 方法 检验 它 一 一 它 始终 成 


DO 首先 由 欧 拉 (Euler)[1758aj 注 意 到 。 他 的 原始 问题 是 给 多 面体 分 类 ,其 困难 在 其 
编辑 总 结 中 指出 来 了 “在 平面 几何 中 , 多边形 (figurae rectilineae ) 可 依照 它们 的 边 数 很 
轻易 地 分 类 , 边 的 数目 当然 是 等 于 角 的 数目 的 ,但 在 立体 几何 中 ,多 面体 (corpora hedris 
planis inclusa ) 分 类 的 难度 便 大 得 多 了 ,因为 仅 有 面 的 数目 是 不 够 的 。” 

欧 拉 得 出 他 的 结果 的 关键 手段 就 是 提出 了 项 点 SEN: 是 他 首先 指出 , 除 面 数 
外 ,多 面体 表面 上 的 不 的 个 数 与 线 的 条 数 亦 决定 其 (拓扑 ) 性 质 。 有 趣 的 是 ,一 方面 ,他 渴 
望 强调 他 的 概念 框架 的 新 颖 性 ,强调 他 不 得 不 发 明 “acies”( 楼 ) 一 词 以 替代 旧 的 “latus” 
( 边 ), 因 为 latus 是 个 多 边 形 概念 ,而 他 想 要 一 个 属于 多 面体 的 概念 ; 另 一 方面 ,他 仍然 为 
他 的 点 状 的 顶点 保留 了 “angulus solidus”( 立 体 角 ) 一 词 。 最 近 普 遍 承 认 , 此 结果 的 优先 权 
应 归于 笛 卡 多 (Descartes) 。 此 说 的 根据 在 于 第 卡 儿 的 一 份 手稿 [ 约 1639], HAE X 
(Leibniz) F 1675 年 至 1676 年 在 巴黎 抄 自 原稿 ,并 由 德 卡莱尔 (Foucher de Careil) F 1860 
年 重新 发 现 并 出 版 。 不 过 , 若 没有 一 个 小 限定 的 话 , 优先 权 不 应 归于 笛 卡 儿 。 不 错 , 笛 卡 
儿 声 称 平面 角 数 等 于 294-2a — 4, 此 处 他 以 ?为 面 数 ,以 “为 立体 角 数 。 而 且 , 他 确 亦 声称 
平面 角 数 是 棱 (iatera) 数 的 两 倍 。 此 两 个 命题 结合 起 来 , 便 得 到 欧 拉 式 。 但 并 未 见 及 笛 卡 
儿 如 此 做 ,因为 他 仍然 以 角 (平面 的 与 立体 的 ) 与 面 进行 思考 ,而 并 无 自觉 的 革命 性 转变 ， 
以 零 维 的 顶点 一 维 的 楼 与 二 维 的 面 作为 完全 地 刻画 多 面体 拓扑 性 质 的 必要 且 充 分 的 基础 。 


2. WMHAR 


3L. RUE (corroborate) Y XX 38 A8. FERNEN DRUM 
(proved), EYE —— JE 53 28 48 MIRE B DE XE T 
BO, ENERAH-NTIEH 。 


2. 一 个 证 明 


老师 : 上 一 节 课 ,我 们 得 到 了 一 个 关于 多 面体 的 猜想 , 即 对 所 
有 多 面体 有 Y 一 下 十 下 一 2, 此 处 V 为 顶点 数 ,EE NER FRE. 
我 们 曾 用 多 种 不 同 的 方法 检验 它 , 但 尚未 证 明 它 。 有 人 找到 证 明 
了 吗 ? 

学 生 SIGMA :我 个 人 得 承认 我 尚 不 能 构思 出 此 定理 的 一 个 严 
格 证 明 …… 然 而 ,既然 在 如 此 多 的 例子 中 , 它 的 真实 性 已 经 建立 起 
来 , 便 不 用 怀疑 它 对 任何 立体 皆 能 成 立 。 这 样 此 命题 看 来 便 被 圆满 
地 说 明了 。”% 不 过 , 若 您 有 一 个 证 明 , 定 请 道 来 。 

老师 : 实则 我 有 一 个 ,由 下 列 有 思想 实验 组 成 。 笋 一 步 , 且 想象 
一 个 多 面体 是 空心 的 ,其 表面 由 薄 橡 胶 制 成 。 我 们 若 切 去 一 面 , 便 
可 使 余下 的 表面 平 铺 拉 伸 于 黑板 上 而 不 括 裂 它 。 面 与 棱 将 变形 ， 
楼 或 将 变 弯 , 但 Y 与 已 不 变 ,故而 当 且 仅 当 对 于 初始 多 面体 有 站 一 
E+F = 2 时 ,对 于 此 平面 网 状 物 就 有 Y 一 下 十 E = 1 一 一 记 住 我 
们 移 去 了 一 个 面 。( 图 1 画 的 是 立方 体 情 形 下 的 平面 网 状 物 。) A 
ZI: 现在 我 们 把 这 地 图 分 成 三 角形 一 一 它 看 上 去 确 像 一 张 地 理 
上 的 图 。 我 们 在 尚 非 ( 可 能 由 曲线 围 成 的 ) 三 角形 的 (可 能 由 曲线 


D ” 欧 拉 相当 彻底 地 对 猜想 就 其 结果 进行 了 检验 。 他 以 棱柱 .棱锥 等 等 为 例 作 了 验 
算 。 他 本 还 可 以 加 上 说 ,此 一 命题 : 仅 存在 5 种 正则 立体 , 亦 是 猜想 的 一 个 结果 。 另 一 可 
疑 的 结论 但 是 迄今 为 止 才 得 到 确证 的 命题 是 : 4 种 颜色 便 足 以 绘制 一 张 地 图 。 

EV-E+F=2 ZA AH 554930 ERPE (1954,38 1,8 3 章 之 前 5 
节 , 第 35 一 41 页 ) 中 有 所 讨论 。 波 利 亚 在 此 打住 ,并 未 处 理 证 留 阶段 一 一 虽然 ,他 当然 指 
出 了 对 于 解 “证 明 题 "的 某 种 探 试 法 的 需要 ([1945], 第 144 页 )。 我 们 的 讨论 自 波 利 亚 打 
住 之 处 开始 。 

© 欧 拉 ([1758aj, 第 119 页 与 第 124 页 )。 但 随后 ([1758b]) 他 提出 了 一 个 证 明 。 
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围 成 的 ) 多 边 形 中 连 上 (可 能 是 曲线 的 ) 对 角 线 。 连 每 一 对 角 线 时 
我 们 都 使 忆 与 下 各 增加 了 1, 故 总 数 V 一 下 十 下 不 变 ( 图 2) 。 每 三 
JP + 我 们 从 这 三 角形 化 的 网 状 物 中 一 个 一 个 地 移 走 三 角形 。 为 此 
我 们 要 么 移 去 一 条 棱 边 ,而 减 掉 一 个 面 一 条 楼 边 (图 IC), RAM 
去 两 条 棱 边 与 一 个 顶点 ,而 减 掉 一 个 面 . 两 条 棱 边 与 一 个 顶点 (图 
3(b))。 可 见 , 若 在 移动 一 个 三 角形 之 前 有 V 一 EE 十 下 一 1, 移动 之 
后 亦 复 如 是 。 末 了 便 单单 剩 下 一 个 三 角形 ,对 它 而 言 V 一 E 十 下 = 
1 是 成 立 的 。 于 是 我 们 便 证 明了 我 们 的 猜想 2。 

学 生 DELTA: 您 现在 该 叫 它 候 理 了 。 它 再 无 丝毫 猜想 的 成 
分 了 @。 


D 此 一 证 明 思 想来 自 柯 西 [1813a]。 

Q ”19 世纪 许多 数学 家 都 与 DELTA 有 同样 看 法 : 这 个 证 明确 立 了 此 “定理 ”, 使 其 
KAEST PI BEZ Ab RR AH TE HE C Crelle) [1826—1827], $ 2 卷 ,第 668—671 页 ; 马 蒂 森 
(Matthiessen) [1863], 58$ 449 TI; ER 4E 1e (Jonquières E. de)[1890a] 及 [1890b]。 引 用 一 
段 典 型 的 话 ,“ 有 了 柯 西 证 明 , 这 一 典雅 的 等 式 V 十 F = E+2 便 可 绝对 毫 无 疑义 地 应 用 于 
所 有 种 类 的 多 面体 了 ,正如 欧 拉 1752 年 所 说 。 所 有 的 不 确定 性 本 在 1811 年 就 应 当 消 
9828283 [ 18902], 285 111—112 I, 


， 4 。 ESA 


学 生 ALPHA: 我 怀疑 。 我 知道 这 实验 能 施 于 立方 体 或 四 面体 
之 上 ,但 我 如 何 知道 它 能 施 于 在 他 多 面体 ? 举例 来 说 ,先生 ,您 确定 
PIERRE TELLE, ARE F AMERRE 吗 ? 我 对 您 的 
第 一 步 有 些 怀疑 。 

FE BETA; 您 肯定 在 把 地 图 三 角形 化 以 后 ,每 新 添 一 条 边 都 
能 产生 一 个 新 面 吗 ? 我 对 您 的 第 二 步 有 些 怀疑 。 

学 生 GAMMA. RE gk — ff EBEX MIE, RAE 
F-AZEUNZFÄREN—- À RAPAE? 您 甚至 肯 
ALESIS — E URBI — f BJE o 我 对 您 的 第 三 步 有 些 
怀疑 0。 

EM: 我 当然 没有 把 握 。 

ALPHA: 但 如 此 我 们 岂 不 比 以 前 更 糟 了 ! 不 但 是 一 个 猜想 , 现 
在 至 少 有 3 个 了 ! 而 您 把 这 叫做 一 个 “证 明 ”! 

老师 : 我 承认 ,用 “证 明 ” 这 个 传统 名 字 来 称呼 此 一 思想 实验 ， 
也 许 的 确 会 被 看 作 是 有 些 误导 。 我 并 不 以 为 它 确立 了 猜想 的 真 

DELTA: 那么 它 又 是 在 做 什么 呢 ? 您 认为 一 个 数学 证 明 要 证 
明 什 么 ? 

老师 : 这 个 难以 提 摸 的 问题 ,我 们 之 后 会 试 着 回答 。 在 那 之 前 
我 提议 ,保留 “证 明 ” 这 个 确立 已 久 的 崇高 术语 来 指称 角 超 余 验 一 
KP HELM” (quasiexperiment) , © ER Y IFOB AS 2 4 8 FE 
锥 或 3/ 理 。 PUR NT KA AE 人 一 堆 可 能 非常 不 同 的 知识 中 。 比 
如 ,我 们 的 “证 明 ” 已 将 原 猜 想 一 关于 者 体 或 者 说 立体 的 一 一 符 入 
橡胶 膜 理 论 中 。 笛 卡 儿 和 欧 拉 ,这 两 位 原 猜想 的 始作俑者 ,是 做 梦 亦 


O ”这 个 班 的 水 平 相当 高 。 对 柯 西 、 庞 索 特 (Poinsot) 及 19 世纪 其 他 许多 优秀 的 
数学 家 而 言 ,这 些 问题 并 未 出 现 。 


想不到 这 点 的 9。 


3. 用 局 部 而 非 全 局 的 反例 对 证 明 的 批评 


老师 : 按 证 明 的 暗示 把 猜想 分 解 , 便 为 狂想 的 检验 开拓 了 新 的 
视野 。 分 解 开 扩 了 猜想 的 多 个 方面 ,我 们 的 批评 于 是 就 有 更 多 的 目 
标 。 我 们 现在 至 少 有 3 个 找 反 例 的 机 会 ,而 不 止 从 前 的 1 个 了 ! 

GAMMA: 我 已 表示 了 ,我 不 喜欢 您 的 第 三 引 理 ( 即 由 拉 伸 与 随 
后 的 三 角形 化 得 到 网 状 物 后 ,要 从 其 上 移 走 三 角形 ,我 们 仅 有 两 种 选 
择 : 不 移 去 一 条 边 , 便 移 去 两 条 边 与 一 个 顶点 ) 。 我 怀疑 挪 走 三 角形 
时 是 否 会 出 现 别 的 花样 。 


D 思想 实验 (deiknymi) 是 数学 证 明 最 古老 的 形式 。 其 在 前 欧 几 里 得 希腊 数学 中 盛 
极 一 时 (参考 A - 萨博 (A. Szab6)[1958])。 

对 于 古代 数学 家 来 说 ,在 探 试 顺序 中 猜想 (或 定理 ) 先 于 证 明 是 一 个 常识 。 这 可 由 “分 
荔 ” 相 对 于 “ 综 人 对 ”具有 探 试 优先 性 推 知 。( 一 个 出 色 的 讨论 , 见 罗 宾 避 (Robinson) 
[1936].。) 根 据 普罗 克拉 斯 (Proclus)，“……: 预先 知道 要 找 的 是 什么 , 是 必要 的 ”( 希 思 
(Heatb)[1925], 3$ T, 28 129 页 )。“ 他 们 说 ,一 个 定理 就 是 为 了 求 其 得 证 才 提 出 来 
的 "一 一 帕 普 斯 (Pappus) 说 (同上 , 卷 工 ,第 10 页 )。 希 腊 人 对 于 他 们 在 演绎 路 线 中 偶然 想 
出 而 之 前 未 曾 猜 中 的 命题 ,是 瞧不起 的 。 他 们 称 其 为 不 定 矶 属 、 系 定理 、 由 定理 之 证 明 或 
问题 之 解决 而 得 到 的 偶然 结果 ,这 些 结果 并 非 人 们 径直 去 寻求 的 ,但 不 花费 额外 劳动 便 如 
其 所 是 地 偶然 出 现 了 , 按 普罗 克拉 斯 所 说 ,它们 可 以 说 是 一 种 意外 收获 (ermaion) 或 好 处 
Gerdos) (ILE, T ,第 278 页 )。 我 们 在 欧 拉 [1756 一 1757] 的 编辑 总 结 中 读 到 ,算术 定理 
“ 远 在 由 严格 的 论证 证 实 其 真实 性 之 前 就 发 现 了 ”。 此 一 发 现 过 程 ,编者 与 欧 拉 都 以 现代 
REHA HR, MAR BE SABE" CHI EO. RE ER TIQUE, EM T WE 
明 的 观念 ,在 数学 的 轶 闻 中 有 很 深 的 根源 。 我 们 来 引用 同一 个 熟知 的 主题 的 几 个 变种 : 
传说 克 里 斯 帕 斯 (Chrysippus) 曾 写 信 给 克利 安西 斯 (Cleanthes) 说 “只 管 把 定理 给 我 , 接 
着 我 就 会 找到 证 明 ”( 参 见 第 欧 根 尼 “. 拉 尔 修 (Diogenes Laertius)[ 约 200], VI ,# 179 页 )。 
传说 高 斯 (Gauss) 曾 经 抱怨 说 :“ 我 已 经 得 到 我 的 结果 多 时 了 ;可 我 尚 不 知 我 是 怎样 得 到 它 
们 的 ”( 参 见 阿 伯 尔 (Arber)[1954], 第 47 页 ) ,又 传 黎 昌 (Riemann) 也 说 ;“ 真 希望 我 有 这 些 
定理 ! 如 此 我 便 可 轻而易举 地 找到 证 明 ”( 人 参见 起 尔 德 (Holder)[1924] ,第 487 页 )。 波 利 
亚 强调 说 :你 必须 在 你 证 明 一 个 数学 定理 前 猜 到 它 ”([1954] ,第 1 卷 ,第 vi 页 )。 

“ARR "此 词 来 源 于 前 文 提 到 的 欧 拉 [1753] 的 编者 总 结 。 根 据 这 位 编者 “因为 我 们 
认为 对 数 的 思考 肯定 是 纯粹 的 抽象 思维 能 力 的 事 ,我 们 便 几 乎 很 难 理解 在 探寻 数 的 本 质 
时 观察 与 准 侨 验 能 起 怎样 的 作用 。 但 是 ,事实 上 , 如 我 要 在 这 里 以 很 好 的 理由 展示 的 , 今 
天 所 知 的 数 的 诸 性 质 大 部 分 是 由 观察 发 现 的 ……”( 波 利 亚 的 翻译 ;他 在 其 [1954], I ,第 3 
页 上 错 把 引 诸 归 为 欧 拉 的 了 )。 


6. EAÄHRAR 


老师 : 怀疑 不 算是 批评 。 

GAMMA: 那么 反例 算是 批评 吗 ? 

老师 : 当然 算 。 猜 想 可 以 忽略 不 喜欢 与 怀疑 , 却 不 能 无 视 反 例 。 

THETALÆ A]: 猜想 明显 与 它们 的 代言 人 不 是 一 个 鼻孔 
出 气 。 

GAMMA: 我 要 举 一 个 普通 的 反例 。 且 看 在 一 个 立方 体 上 施行 
了 前 两 个 操作 所 得 的 三 角形 化 网 状 物 (图 2) 。 这 时 , 若 我 自 这 网 状 
物 的 内 部 移 去 一 个 三 角形 ,正如 可 以 从 七 巧 板 中 间 拿 出 一 块 一 样 ， 
我 便 在 未 移 走 任 一 边 或 一 顶点 的 情况 下 移 走 了 一 个 三 角形 。 因 此 ， 
第 三 引 埋 是 错 的 一 一 不 但 对 立方 体 如 此 ,对 除 四 面体 之 外 的 所 有 多 
面体 丝 如 此 ,因为 四 面体 的 平面 网 状 结构 的 所 有 三 角形 都 是 边界 三 
角形 。 这 样 , 您 的 证 明 便 只 是 在 给 四 面体 的 欧 拉 定 理 作证 明 。 但 我 
们 已 经 知道 对 四 面体 有 V 一 玉 十 下 = 2, 又 何 需 多 此 一 举 ? 

老师 : 你 说 对 了 。 但 注意 ,立方 体 虽 是 第 三 引 理 的 反例 , 却 并 非 
主 猜 想 的 反例 , 因 对 于 立方 体 有 V 一 EE 十 F = 2, 你 已 说 明了 论 
证 一 一 -证明 一 一 的 贫乏 ,但 未 涉及 我 们 的 猜想 的 错误 。 

ALPHA: 那么 您 就 要 放弃 您 的 证 明了 吗 ? 

老师 : 不 。 批 评 不 一 定 是 破坏 。 我 会 改进 我 的 证 明 , 使 其 能 经 
得 起 批评 。 

GAMMA: 怎样 做 呢 ? 

老师 : 在 解释 怎样 做 前 ,让 我 先 引进 以 下 术语 。 我 把 反驳 一 条 
引 理 (并 不 一 定 反 驶 主 猜想 ) 的 例子 称 为 “局 部 有 的 反例 ”, 而 把 反 联 主 
猜想 自身 的 例子 称 为 “会 局 所 反 例 ”。 这 样 你 的 反例 便 是 局 部 的 而 
非 全 局 的 。 一 个 局 部 而 非 全 局 的 反例 只 算是 对 证 明 的 批评 ,不 是 对 
猜想 的 批评 。 

GAMMA: 所 以 ,猜想 可 能 是 真 的 ,但 您 的 证 明 尚未 证 明 它 。 

老师 : 但 我 能 轻易 地 详细 阐释 并 有 改 碎 及 个 证 助 ,以 略 加 修改 的 
引 理 代替 原来 错误 的 引 理 ,你 的 反例 便 驳 不 倒 了 。 我 不 再 争辩 说 ， 
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BREMZABBEFRULÄHRBRZ — Bh MAD AER 
TEBS E THE EEER TE URZ ZAPIZ SEECUL EB — Rh. 
回头 来 看 我 的 思想 实验 ,我 所 必须 做 的 仅仅 是 在 我 的 第 三 步 中 插 人 
一 个 单词 , 即 “ 我 们 从 这 三 角形 化 的 网 状 物 中 一 个 一 个 地 移 走 万 加 
三 角形 ”。 你 该 会 同意 ,只 需 一 次 微不足道 的 观察 , 便 使 证 明 表 述 正 
HTO. 

GAMMA: 我 认为 您 的 观察 并 非 如 此 微 不 足 
道 ;实则 此 举 是 相当 精巧 的 。 说 清楚 些 ,我 要 让 它 
露出 破绽 。 再 次 以 立方 体 的 平面 网 状 物 为 例 , 以 
图 4 所 示 之 顺序 移 去 10 个 三 角形 之 中 的 8 个 。 轮 
到 移 去 第 八 个 时 ,此 时 它 虽 肯定 是 一 边界 三 角形 ， 
我 们 却 仅 移 走 了 两 条 棱 边 , 却 未 移 走 顶点 一 一 这 
便 使 V 一 上 十 改变 了 1。 留 下 的 是 两 个 分 离 的 三 角形 9 和 10。 

老师 : 唉 ,要 是 我 说 我 所 谓 的 边界 三 角形 是 指 其 移 走 并 不 分 
裂 网 状 物 的 三 角形 ,我 便 可 保全 面子 了 。 但 理智 的 诚实 不 允许 我 
用 “我 所 谓 的 ……” 式 的 句子 起 头 ,来 对 我 的 观点 做 点 儿 鬼 鬼 崇 内 
的 修改 ,故我 承认 ,现在 我 必须 以 三 角形 移动 操作 的 第 三 个 版 本 来 
BR A UR: 我 们 在 V 一 EF 不 变 的 条 件 下 一 个 个 地 挪 走 三 
角形 。 

KAPPA: 我 慷慨 一 点 儿 , 同 意 与 此 种 操作 对 应 的 引 理 为 真 : 即 
如 果 我 们 在 了 一 已 十 下 不 变 的 条 件 下 一 个 个 地 挪 走 三 角形 , 则 
V-E+FRTE, 

老师 : 不 对 。 此 引 理 为 : RITARA PAI EAT UNE Ald 
9: Li RE IEBIMUPESIETTSESUE—N-AHJEB,V— ESF 
FREE, 


© 重 易 里 (Lhuilier) 在 以 类 似 的 方法 改正 欧 拉 证 明 时 ,说 他 仅 做 了 -- 次 “微不足道 的 
观察 ”([1812 一 1813aj], 第 179 页 )。 但 是 , 欧 拉 自 己 却 放弃 了 证 明 , 因 为 他 见 着 了 麻烦 ,而 
无 法 做 那 “ 微 不 足 道 的 观察 ”。 


。8。 EAERK 


KAPPA. 可 是 ,就 算 这 个 正确 的 顺序 存在 ,又 怎样 去 构造 它 
wo 您 初始 的 思想 实验 有 这 样 的 操作 说 明 : 以 任意 顺序 移 去 三 角 
形 。 您 修改 后 的 思想 实验 有 这 样 的 操作 说 明 : 以 任意 顺序 移 去 边界 
三 角形 。 现 在 您 说 我 们 应 遵从 一 固定 的 顺序 , 却 不 说 这 顺序 是 哪 一 
种 ,也 不 说 它 究 竟 是 否 存 在 。 所 以 ,这 一 思想 实验 就 此 破产 。 您 改进 
了 证 明 分 析 , 即 那 一 连 串 引 理 ;但 您 美 其 名 日 “证 明 ” 的 思想 实验 破 
产 了 。 

RHO: 仪 第 三 步 破产 了 。 

KAPPA; AH fut p 5| BERT. 您 头 两 种 简单 版 本 至 少 在 驶 
倒 前 看 起 来 是 一 般 真实 的 ;您 的 宛 长 .拼凑 的 版 本 甚至 表面 上 都 不 像 
真实 的 。 您 真相 信 它 可 以 逃 过 反 驱 吗 ? 

老师 .“ 貌 似 有 理 的 ”或 甚至 “普通 真实 的 ”命题 通常 几 下 就 驶 倒 
T: 极其 复杂 奥妙 的 、 似 乎 不 真 的 在 批评 中 成 熟 的 猜想 倒 可 能 会 撞 
上 真理 。 

OMEGA: 那么 ,如 果 您 的 “极其 复杂 奥妙 的 猜想 ”甚至 也 被 证 
伪 了 ,并 且 这 次 您 拿 不 出 未 被 证 伪 的 猜想 来 蔡 代 它们 , 那 将 会 发 生 什 
么 呢 ? 或 者 ,假如 您 进一步 局 部 地 补 补 级 缀 也 未 能 成 功 改进 论证 呢 ? 
您 仗 着 把 被 驳 倒 的 引 理 替换 掉 , 而 顺利 制服 了 一 个 非 全 局 的 局 部 反 
例 。 假 使 您 下 次 没有 成 功 又 如 何 呢 ? 

老师 : 好 问题 一 一 明日 再 讨论 吧 。 


4. 全 局 的 反例 对 猜想 的 批评 


ALPHA: 我 有 个 反例 ,可 以 证 伪 您 的 第 一 引 理 一 一 而 它 同样 是 
主 猜想 的 反例 , 即 它 亦 是 全 局 的 反例 。 


D 柯 西 以 为 ,此 一 操作 说 明 , 即 在 每 一 步 去 找到 一 个 或 由 移 去 两 条 楼 边 加 一 个 顶点 
或 由 移 去 一 条 校 边 而 移 走 的 三 角形 ,可 以 施行 于 任意 多 面体 是 显而易见 的 ([1813a], 第 79 
页 )。 这 与 他 没有 能 力 想象 与 球面 不 同 胚 的 多 面体 有 关 。 
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老师 : 真 的 吗 ! 有 趣 。 让 我 们 见识 见识 。 

ALPHA; 设想 由 一 对 赃 套 的 立方 体 围 成 的 立体 一 一 这 对 立方 
体 中 ,一 个 在 里 ,互相 并 不 接触 (图 5)。 这 个 空 腔 立方 体 证 伪 了 您 的 
第 一 引 理 ,因为 从 内 立方 体 移 走 一 个 面 后 ,此 多 面体 便 不 能 平 铺 拉 伸 
至 一 平面 了 。 另 外 ,从 外 立方 体 移 去 一 个 面 
亦 是 无 益 的 。 除 此 之 外 ,对 每 一 个 立方 体 有 
V-E+F= 2, 所 以 对 空 腔 立 方 体 而 言 , 有 
V—E--F-—4, 

老师 : 精彩 的 演示 。 且 称 其 做 反例 1%。 
现在 该 怎样 呢 ? 


= (a) RELIEF. Yi 


GAMMA: 先生 ,您 的 冷静 使 我 觉得 困惑 。 单 单一 个 反例 便 可 
BE, [e] 10 个 反例 一 样 见效 。 这 一 猜想 及 其 证 明 已 全 部 未 达 目 
的 而 失败 了 。 举 起 手 来 ! 您 不 认错 也 不 行 。 还 是 抛弃 错误 的 猜想 ， 
忘掉 它 ,尝试 一 个 彻底 的 新 方法 吧 。 

老师 : 我 同意 你 的 话 , 送 想 已 受到 了 ALPHA 的 反例 所 做 出 的 
严厉 批评 。 但 让 久 却 也 并 非 已 “全 部 未 达 目 的 而 失败 ”。 倘 若 你 暂 
时 赞成 我 稍 早 的 提议 ,用 “证 明 ” 一 词 以 指 “ 把 原 猜 想 分 解 为 子 猜想 的 
思想 实验 ”, 而 不 在 “保证 某 种 真理 ”的 意义 上 使 用 ,你 便 不 一 定 得 出 
这 个 结论 。 我 的 证 明 当 然 在 前 一 含义 上 证 明了 欧 拉 猜 想 , 但 在 后 一 
含义 上 便 不 一 定 了 。 你 只 对 那 证 其 欲 证 者 之 证 明 感 兴趣 。 但 即使 证 


O 此 反 鲍 1 首先 由 鲁 易 里 注意 到 ([1812 一 1813a], 第 194 页 )。 但 编者 日 果 内 
(Gergonne) 附 言 上 说 (第 186 页 ), 他 本 人 注意 到 此 反例 远 在 鲁 易 里 的 文章 发 表 之 前 。 柯 
西 却 并 非 如 此 ,他 刚 在 一 年 前 发 表 了 他 的 证 明 。20 年 后 此 一 反例 又 由 替 塞 尔 (Hessel) 发 
现 ([1832], 第 16 页 )。 和 鲁 易 里 与 赫 塞 尔 发 现 这 个 反例 均 是 由 矿物 学 采集 所 引起 ,他 们 于 
其 间 注 意 到 了 一 些 双 晶 体 , 这 些 双 晶体 的 内 晶 是 非 透 光 的 ,而 外 唱 却 透 光 。 重 易 里 承认 他 
的 朋友 皮 克 泰 特 (Pictet) 教 授 的 晶体 采集 对 他 有 所 刺激 和 影响 ([1812 一 1813a], 第 188 
BO. 。 替 塞 尔 亦 提 到 透 光 的 氟 化 钙 晶 体 所 包 住 的 硫化 物 立 方 晶 体 ([1832], 第 16 页 )。 
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明 未 完成 其 预定 任务 ,我 也 感 兴 趣 。 哥 伦 布 (Columbus) 并 未 到 达 印 
度 ,但 他 发 现 了 某 些 极其 有 趣 的 东西 。 

ALPHA, 所 以 根据 您 的 哲学 一 一 一 个 局 部 的 反例 ( 若 其 不 同 
时 是 全 局 的 反例 ) 是 对 证 明 的 反 驱 , 却 不 针对 猜想 一 一 一 个 全 局 反 
例 是 对 猜想 的 反 驶 , 却 不 必 和 针对 证 明 。 就 猜想 而 言 ,您 同意 认错 ， 
但 您 还 要 为 证 明 作 辩护 。 然 而 ,车 猜想 为 假 , 则 证 明 究 竟 要 证 明 什 
AE? 

GAMMA: 您 把 哥伦布 拿 来 类 比 也 不 管用 。 接 受 一 个 全 局 的 反 
例 必然 意味 着 全 盘 皆 错 。 


& (b) 反例 之 拒 奈 。 怪 物 排除 法 


DELTA. 但 为 什么 接受 这 个 反例 ? 我 们 曾 证 明了 我 们 的 猜 
想 一 一 现在 它 就 是 定理 。 我 承认 它 与 那 所 谓 的 “反例 ”相对 立 。 它 
们 之 间 有 一 个 必须 放弃 。 但 既然 定理 业已 被 证 明 为 真 ,又 为 何 该 
ERF? 应 该 放弃 的 ,是 那个 “批评 ”?。 它 是 伪 批 评 。 那 对 峰 套 立 
Ji HASC IE BR. EAE MERE .一 个 病态 的 例子 ,而 不 是 个 
反例 。 . 

GAMMA: EARE? -pE EAER E h EAE R 
有 的 立 体 。 而 我 的 反例 就 是 被 多 边 形 面 围 成 的 立体 。 

老师 : 让 我 们 把 这 定义 称 为 外 义 19。 

DELTA: 你 的 定义 是 不 对 的 。 一 个 多 面体 必须 为 一 个 诀 夯 : 
有 一 些 面 \ 楼 、 顶 点 ,可 以 变形 , 平 铺 拉 伸 在 黑板 上 ,和 且 与 “立体 ”的 概 
QEK. —f EI EH EU RIT PH I . 


D 定义 了 最 先 出 现 于 IHR BEL “AAEE polyhedral solid) 之 名 ,或 
简单 地 以 多 而 作 (polyhedroz) 之 名 ,称呼 任何 由 平面 (planes) 或 平 的 面 (plane faces) 围 成 
的 立体 ”( 勒 让 德 (Legendre)[1809], 第 160 页 )。 欧 拉 给 出 过 相似 的 定义 ([1758a])。 欧 
几 里 得 在 定义 立方 体 、 八 面体 .棱锥 、 校 柱 时 ,并 未 定义 多 面体 此 一 通 名 ,但 偶尔 亦 使 用 (如 
ZN HI, A 17). 
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AW. PEREX 29, 

DELTA: FRAME ERRITIE TAN Ek AA HH 
面 ,其 中 一 个 完全 在 另 一 个 之 内 。 子 宫 里 有 胎儿 的 妇女 并 不 是 人 类 
只 有 一 个 脑袋 这 一 论题 的 反例 。 

ALPHA: 原来 如 此 ! 我 的 反例 已 孕育 出 一 胎 新 的 多 面体 概念 
了 。 难 道 你 敢 断 言 ,针对 多 面体 你 点 走 指 一 个 曲面 ? 

EM: 现在 我 们 暂时 接受 DELTA Bg x 2. DRAN SH 
体 ,我 们 就 是 指 一 个 曲面 ,你 还 能 驶 倒 我 们 的 猜想 吗 ? 

ALPHA: 当然 能 。 且 看 两 个 共有 一 条 楼 的 四 面体 (图 6(a))。 
或 者 ,看 两 个 共 顶 点 的 四 面体 (图 6(b)) 。 这 两 对 挛 生 四 面体 都 是 相 
连 的 ,都 仅 构 成 了 一 个 曲面 。 并 且 , 你 可 以 检验 ,对 它们 均 有 V 一 EE 十 
F=3, 

老师 : A 2a 和 2b ®, 


(a) (b) 


@” 德 荣 奎 埃 针对 那些 欲 驶 倒 欧 拉 定 理 之 人 ,于 法 兰 西 科学 院 (French Academy) À 
读 了 一 些 文章 ,我 们 发 现 丛 义 2 隐 含 在 其 中 的 一 篇 里 。 这 些 文章 堪 称 怪物 排除 技术 大 全 。 
他 向 鲁 易 里 那 对 畸形 的 典 套 立方 体 吃 哮 道 :“ 如 此 一 个 系统 不 是 真正 的 多 面体 ,而 只 是 一 
对 彼此 独立 的 不 同 多 面体 …… 一 个 多 面体 ,至 少 从 经 典 的 观点 看 来 , 若 要 算 名 副 其 实 的 ， 
必须 具备 一 个 点 可 在 其 整个 表面 上 连续 移动 的 条 件 , 而 且 此 条 件 优 先 于 其 余 一 切 条 件 ;此 
处 并 不 符合 …… 所 以 鲁 易 里 这 第 一 个 例外 便 可 以 弃 之 不 管 了 ”([1890b], 第 170 页 )。 这 
个 定义 一 一 与 定义 1 相反 一 一 正 合 解 析 拓 扑 学 的 胃口 ,他 们 对 多 面体 理论 本 身 完 全 不 感 
兴趣 ,而 仅 以 其 为 曲面 理论 的 陪衬 物 。 

© EP 2a R2b 被 鲁 易 里 忽略 了 ,只 有 替 塞 尔 才 第 1 UCRBUE (11832], 58 13 页 ) 。 
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DELTA: 你 这 种 颠倒 错乱 的 想像 力 ,我 很 仰 莫 , 但 我 当然 没有 
说 任 一 多 边 形 系统 都 是 一 个 多 面体 。 说 多 面体 ,我 指 的 是 一 个 以 下 
列 方式 大 列 的 和 多边形 系统 : (1) RE ER IBI LUE M 
A; CO MATRA TETE MIA T BIS — EUER BS 
LEE SET — de BETH AC d UI BEBO, MIR XIE VU ri P, pH dE 
定义 中 的 第 一 条 标准 排除 ,第 二 对 由 第 二 条 标准 排除 。 

EM: ÆX 39, 

ALPHA: 你 这 种 颠倒 错乱 的 想像 力 , 我 很 仲 幕 , 你 可 以 一 个 接 
一 个 地 发 明定 义 , 设 防 别 人 证 伪 你 特别 重视 的 想法 。 你 何不 干脆 把 
多 面体 定义 为 满足 V 一 EE 十 下 二 2 等 式 的 多 边 形 系统 ? 如 此 完美 的 
定义 (Perfect Definition) ++... 

KAPPA; ÆX P®, 

ALPHA; +. 这 样 就 可 以 一 劳 永 逸 地 解决 这 场 辩 论 了 。 以 后 
再 不 需要 研究 这 个 问题 。 

DELTA: 但 这 世界 上 并 没有 定理 可 以 不 被 怪物 证 伪 。 

老师 : RER IT TAN. RIBAR, RATE THE BEN 
决 于 问题 中 语词 的 意义 。 若 一 个 反例 要 成 为 客观 的 批评 ,我 们 必须 在 
我 们 的 语词 意义 上 达成 一 致 。 我 们 如 必 在 交流 中 断 之 时 通过 定义 语 
词 来 达成 这 样 的 一 致 。 拿 我 来 说 ,我 并 不 曾 定义 “多 面体 >。 我 假定 了 
大 家 都 熟悉 此 概念 , 即 是 说 有 能 力 分 辨 一 个 物体 是 不 是 多 面体 一 一 一 
些 逻 辑 学 家 称 之 为 了 解 多 面体 概念 的 外 延 。 结 果 这 概念 的 外 延 一 点 


D 在 麦 比 鸟 斯 (Mbius)([1865], 第 32 页 ) 中 , EX 3 首次 出 现 , 是 要 排除 挛 生 四 
面体 。 我 们 发 现 ,他 的 腑 肿 定 义 以 通常 那 种 “要 么 接受 ,要 么 拒绝 "的 独裁 口气 在 一 些 新 式 
教科 书 中 重新 出 现 ;其 怪物 排除 之 背景 的 来 龙 去 脉 一 本 来 至 少 要 解释 一 下 一 - 却 并 未 
谈 及 (如 , 希 尔 伯 特 与 康 佛 森 (Hilbert and Cohn-Vossen)[1956], 第 290 页 )。 

© ”定义 事实 上 是 由 R。， 巴 策 尔 (R. Baltzer) 建 议 的 , 据 此 则 欧 拉 特性 将 成 为 多 面 
体 的 定义 特征 。 巴 策 尔 说 :“ 普 通 多 面体 有 时 (效仿 圭 塞 尔 ) 被 称 为 欧 拉 多 面体 。 为 那些 并 
非 名 副 其 实 的 (uneigentliche) 多 面体 另 找 一 个 专 名 也 许 更 合适 ”([1862], 第 2 卷 ,第 207 
页 )。 对 替 塞 尔 的 指 涉 是 不 公平 的 : 替 塞 尔 使 用 “ 欧 拉 式 的 ”一 词 仅 是 作为 满足 欧 拉关系 
的 多 面体 的 缩写 , 想 突出 其 与 非 欧 拉 多 面体 的 区 别 ([1832] ,第 19 页 )。 关 于 定义 P, 亦 见 
下 文 脚 注 @@ 所 引 施 勒 夫 里 (Schl6fli) 的 话 。 
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也 不 清楚 分 明 : CPI MLB UNTERE Hi BPE. RER, 
我 们 现在 先 考察 所 有 这 些 相互 对 立 的 定义 ,后 面 再 讨论 选择 不 同 定义 
得 出 的 结论 的 差异 。 有 谁 能 举 出 即便 最 严格 的 定义 也 承认 的 反例 吗 ? 

KAPPA; BEX P? 

老师 : EX PERS. 

GAMMA: 我 能 。 请 看 此 , KA 3. 一 个 星 状 多 面体 一 一 我 叫 它 
FRE © (图 7)。 它 由 12 个 五 角 星 组 成 (图 8), 有 12 个 顶点 ,30 条 楼， 
12 个 五 边 形 面 一 一 如 果 诸 位 愿意 验 查 ,可 亲自 数 一 数 。 这 样 一 来 笛 卡 
儿 - 欧 拉 论 题 便 根本 不 真 了 ,因为 对 此 多 面体 , V 一 E 十 F = 一 6 8， 


uy 
Z 
p 


图 7 JPRSRS ERA. 4 D 
每 一 面 用 -种 不 同 的 方式 画 影 ， 图 8 
以 示 哪 些 三 角形 属于 同一 五 角 星 面 


DELTA: 你 凭 什么 认为 你 的 “海胆 ”是 一 个 多 面体 ? 
GAMMA: 你 没 看 见 吗 ? 这 是 一 个 多 面体 ,其 各 个 面 是 这 12 个 
五 角 星 。 它 满足 你 最 后 的 定义 : 它 是 “一 个 以 下 列 方式 安排 的 多 边 


Q BE: 海胆 , 约 700 FIG HE2S 21/9] Cechinoderm) 2738 4 , ELE IB (Echinoidea), FE 
TERIS TU SIR CRUE MT EENNER. JEHEUT- EHI RR eR, 

Q 对 "海胆 ?之 讨论 始 于 开 普 勒 (Kepiler) 的 字 宙 理论 ([1619] ,第 开 . 驶 及 JWV 册 ,第 
72 页 及 第 82 一 83 页 ， 与 第 V 册 ,第 I 章 , 第 293 页 ,第 亚 章 , 第 299 页 及 第 区 、 M&E). 
“海胆 ”之 名 出 自 开 普 勒 的 “以 海胆 名 之 ”(cui nomen Echino feci), K7 由 他 的 书 中 (第 79 
页 ) 复 制 而 来 ,其 书 第 293 页 尚 有 另 一 幅 图 。 庞 索 特 再 次 独立 发 现 了 海胆 , 正 是 他 指出 , 欧 
拉 公式 对 其 不 适用 ([1810], 第 48 页 )。 现 行 的 标准 术语 “小 星 状 十 二 面体 ”是 凯 莱 
《Cayley) 所 取 ([1859], 第 125 页 )。 施 勒 夫 里 承认 了 一 般 的 星 状 多 面体 ,但 最 终 把 我 们 的 
小 星 状 十 二 面体 当 作怪 物 而 拒绝 接受 了 。 据 他 说 :“ 这 不 是 货真价实 的 多 面体 , 因 它 不 能 
满足 V 一 EE 十 下 二 2 的 条 件 ”([1852], 8 34), 


+ lie 证 明 与 反驳 


形 系统 : (1) 每 一 条 棱 上 都 正好 有 两 个 多 边 形 相交 ; 〈2) 由 一 条 不 
在 任 一 顶点 跨 过 任何 校 的 路 线 , 自任 一 多 边 形 的 内 部 到 任 一 其 他 多 
边 形 的 内 部 ,是 可 能 的 ”。 

DELTA : 这 样 说 足见 你 连 多 边 形 是 什么 都 没 弄 明白 ! 五 角 星 肯定 
不 是 多 边 形 ! [EUERE FIRRA: CD ER 
FBIERFA PIRE; CO BR T BG ÉTÉ CRIER TASER. 

老师 : 这 就 叫 定 义 4 吧 。 

GAMMA: 我 不 明白 你 为 何 包含 了 第 二 个 分 句 。 一 个 多 边 形 的 
正确 定义 应 当 只 包含 第 一 个 分 句 。 

EM: EX 4”, 

GAMMA: 第 二 个 分 句 与 多 边 形 的 本 质 无 关 。 且 看 : 如 果 我 将 
一 条 边 稍 提起 来 , 则 五 角 星 即 使 在 你 的 意义 上 也 是 多 边 形 。 你 想象 
的 多 边 形 是 用 粉笔 画 在 黑板 上 的 ,但 你 本 应 该 把 它 想 成 是 木 架 子 结 
构 : 如 此 则 清楚 了 ,你 认为 的 公共 点 实际 上 并 非 一 个 点 ,而 是 一 上 一 
下 的 两 个 不 同 的 点 。 你 所 以 误 和 人 歧途 ,是 因为 你 把 多 边 形 符 在 一 个 
平面 里 了 一 一 你 应 当 让 它 的 手脚 在 空间 中 伸展 开 来 0 

DELTA: 你 不 介意 的 话 , 请 告诉 我 何谓 一 个 五 角 星 的 历 狼 ? 或 
者 你 会 说 有 些 多 边 形 是 没有 面积 可 言 的 ? 


D EUBERSNBEINUTERSUB REN 4 KBEN U) ,这 场 争论 已 
有 很 长 时 间 了 。 我 们 的 对 话 里 提出 的 论据 一 一 当 星 状 多 边 形 嵌 人 一 更 高 维 的 空间 时 , 便 
成 为 普通 多 边 形 一 一 是 现代 拓扑 学 论据 ,但 还 有 许多 其 他 的 论据 可 以 提出 。 比 如 , 庞 索 特 
为 其 星 状 多 面体 辩护 时 , 便 以 来 自 解析 几何 学 的 论据 作为 接受 星 状 多 边 形 的 理由 ;“ 所 有 
这 些 不 同 之 处 (“普通 ”与 “ 星 状 "多边形 之 间 ) 都 是 表面 上 的 , 比 真正 的 不 同 更 突出 ,一 旦 施 
行 解析 处 理 它们 使 彻底 消失 ,因为 此 种 处 理 中 不 同类 的 多 边 形 是 简直 不 可 分 的 。 正 多 边 
形 的 棱 边 对 应 实 根 方程 ,由 方程 同时 得 出 同 阶 的 所 有 正 多 边 形 的 楼 边 。 比 如 , 若 未 同时 找 
出 第 二 、 第 三 种 七 边 形 的 楼 边 , 则 不 可 能 得 出 一 个 内 接 于 圆 的 正七 边 形 的 楼 边 。 相 反 , 已 
知 某 正七 边 形 的 棱 边 , 便 可 决定 其 能 内 接 的 圆 之 半径 ,但 如 此 做 时 , 便 会 发 现 3 个 不 同 的 
,分 别 对 应 于 在 已 知 边 上 可 作 的 3 种 七 边 形 ;其 他 多 边 形 同 理 。 那 么 ,我 们 便 可 正当 地 
以 ‘多 边 形 ’ 之 名 称呼 这 些 新 的 星 状 图 形 ”([1810], 第 26 页 )。 施 罗 德 (Schroder) 则 采用 了 
汉 克 尔 式 (Hankelian) 的 论据 ,“ 把 最 初 仅 限于 整数 的 指数 概念 推广 到 有 理 分 式 ,在 代数 学 
中 硕果 累累 ;这 意味 着 只 要 机 会 一 来 , 不论 何 时 ,我 们 在 几何 学 中 也 应 试 试 同样 的 做 
法 ……”([1862] ,第 56 页 )。 接 着 他 说 明了 ,我 们 也 许可 为 星 状 多 边 形 中 p/a 条 棱 边 的 多 
边 形 概念 找到 一 个 几何 解释 。 
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GAMMA 说 多 面体 与 立体 概念 无 关 的 人 不 是 你 自己 吗 ? 为 何 现 
在 又 建议 应 该 把 多 边 形 的 概念 和 面积 的 概念 联系 起 来 ? 我 们 曾 达 成 
一 致 ,认为 多 面体 是 一 个 带 有 诸 棱 与 顶点 的 闭合 曲面 一 那么 ,为 何 
不 同意 说 ,一 个 多 边 形 仅仅 是 一 个 带 有 诸 顶 点 的 闭合 曲线 ?但 如 果 你 
坚持 己见 ,我 愿意 定义 一 个 五 角 星 的 面积 @。 

老师 : 我 们 暂时 放下 这 争论 ,进行 从 前 的 
讨论 。 把 刚才 的 两 个 定义 一 起 考虑 一 一 人 定义 4 
和 例 义 &。 有 人 能 给 我 们 的 猜想 举 个 反例 ,与 
两 个 多边形 的 定义 者 相 吻 合 吗 ? 

ALPHA. 反例 在 此 。 考 虑 像 这 样 的 一 个 图 9 
画 框 (图 9)。 这 是 一 个 符合 迄今 为 止 提出 的 所 有 定义 的 多 面体 。 然 
而 ,你 数 了 顶点 .楼 和 面 后 ,会 发 现 V 一 EF = 0, 

EM: RB 4®。 

BETA. 我 们 猜想 就 此 结束 了 。 真 是 遗憾 , 它 本 对 如 此 多 的 情 
况 都 是 适用 的 。 但 看 起 来 我 们 仅 是 在 浪费 时 间 了 。 

ALPHA: Delta 3€ H ELI Y. HAN Dy? 你 难道 不 
能 再 来 一 个 定义 ,将 这 个 新 反例 排除 吗 ? 我 还 以 为 ,世界 上 没有 什么 
假设 ,你 不 能 夏 上 一 套 恰到好处 的 花言巧语 ,将 其 从 被 证 伪 的 水 深 火 
热 之 中 拯救 出 来 。 你 现在 要 放弃 了 ? 你 最 终 承 认 非 欧 拉 多 面体 存在 


(D Gamma 声称 他 能 够 定义 星 状 多 边 形 的 面积 ,这 并 非 虚 张 声 势 。 一 些 维护 更 宽泛 
的 多 边 形 概念 的 人 ,以 提出 一 更 宽泛 的 多 边 形 面积 概念 解决 了 此 问题 。 在 正 星 状 多 边 形 
的 情况 下 ,做 法 尤其 明显 。 多 边 形 的 面积 可 取 为 内 切 圆 或 外 接 圆 的 圆心 与 各 边 连 成 的 各 
等 腰 三 角形 之 面积 和 。 在 此 情况 下 , 当然, 星 状 多 边 形 的 某 些 “ 部 分 会 计算 一 次 以 上 。 对 
非 正则 多 边 形 ,我 们 得 不 到 任何 特异 点 ,但 仍 可 任 取 一 原点 ,并 以 负 定向 的 三 角形 之 面积 
为 负面 积 ( 迈 斯 特 (Meister)[1771] ,第 179 页 )。 结 果 看 来 一 一 亦 确实 可 以 从 “面积 ”预料 
出 一 一 如 此 定义 的 面积 将 不 依赖 原点 的 选取 ( 麦 比 乌 斯 [1827], 第 218 页 )。 自 然 , 有 些 人 
认为 这 样 算出 的 数字 算 不 上 “面积 ”, 于 是 可 能 有 一 场 争论 ;不 过 , 迈 斯 特 - 麦 比 乌 斯 定义 的 
捍卫 者 却 称 其 做 “雄一 (the) 正确 的 定义 ”,“ 仅 此 是 科学 上 止 当 合理 的 ”"(R， 豪 斯 纳 (R. 
Haussner) 的 按 语 ,[1906] 第 114—115 页 )。 本 质 主义 一 直 以 来 就 是 定义 之 争 的 永恒 特征 。 

Q ”我们 在 鲁 易 里 的 经 典 著 作 [1812 一 1813a] 的 第 185 页 上 亦 发 现 了 反例 4 一 一 日 果 
内 又 加 上 说 他 之 前 已 知道 了 。 但 格 龙 奈 特 (Grunert)14 年 后 还 并 不 知道 它 ([1827]) , 庞 索 
特 45 年 后 亦 不 知 ([1858], 第 67 页 )。 
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T? 真是 难以 置信 ! 

DELTA: 你 应 该 为 你 那些 非 欧 拉 的 害 人 精 切实 找 个 更 贴切 的 
名 字 , 不 要 把 它们 叫做 什么 “多 面体 ”, 让 大 家 误 入 歧途。 不 过 ,我 渐 
渐 对 你 的 怪物 们 失去 兴趣 了 。 我 对 你 抽 劣 可 悲 的 “多 面体 ”感到 恶 
心 , 欧 拉 的 漂亮 定理 竟 对 它们 不 适用 @。 我 寻求 数学 中 的 秩序 与 和 
谐 ,你 却 一 味 宣 扬 无 序 和 混乱 @。 你 我 的 态度 势 不 两 立 。 

ALPHA: 你 真 不 愧 是 一 个 过 时 的 保守 党 (Tory)! Aul REGIE 
府 主义 者 的 恶作剧 ,搅和 了 你 的 “秩序 ”与 “和 谐 ”, 而 你 却 用 改换 字眼 
的 建议 来 “解决 ”这 些 困 难 。 

老师 : 我 们 听 听 这 最 新 的 挽救 型 定义 。 

ALPHA: 您 是 说 最 新 的 语言 花招 ,最 新 的 “多 面体 ”概念 的 收缩 
IE! Delta 消除 真正 的 问题 ,而 不 想 解 决 它们 。 

DELTA: RAR. MR FE TEN. Eu, AI EHE 
根本 就 不 是 一 个 货真价实 的 多 面体 。 

ALPHA: 为 什么 ? 

DELTA: 试 取 “隧道 ”一 一 画 框 包 
围 的 空间 一 一 中 的 任意 一 点 。 穿 过 这 点 
安放 一 个 平面 。 你 会 发 现任 意 这 样 的 平 
面 总 与 画 框 有 两 个 不 同 的 截面 ,造成 了 
两 个 不 同 的 ,完全 隔 开 的 多 边 形 ! 
(图 10) 


中 ”此 是 意译 自 埃 尔 米 特 (Hermite) 致 斯 蒂 杰 斯 (Stieltjes) 的 一 封 信 上 的 话 :“ 这 场 无 导 
数 函 数 造成 的 不 幸 , 可 恶 的 瘟疫 ,所 带 来 的 厌恶 与 丽 惧 ,让 我 痉挛 着 转 过 脸 去 ”([1893])。 

Q “WR 违反 了 人 们 曾 有 盼望 是 普遍 适用 的 定律 的 函数 ,几乎 均 被 视 为 闻 入 过 去 
的 先辈 们 寻求 秩序 与 和 谐 的 地 盘 里 去 宣传 无 序 与 混乱 。 "(BE EST (Saks) [1933], 前言)。 
萨克斯 此 处 指 的 是 在 怪物 排除 者 (如 埃 尔 米 特 ! ) 与 反 驶 主义 者 之 间 的 那 场 激 烈 争论 ,其 于 
19 世纪 后 几 十 年 ( 亦 确 在 20 世纪 之 初 ) 作 为 特征 刻画 了 现代 实 变 函数 论 这 个 “ 专 眼 反例 打 
交道 的 数学 分 支 ”( 芒 罗 (Munroe)[1953], 前 言 ) 的 发 展 。 之 后 又 发 生 了 在 现代 数理 逻辑 
和 集合 论 的 反对 者 与 倡导 者 之 间 盛 行 一 时 的 同样 激烈 的 斗争 ,这 是 那 场 争论 的 直接 延续 。 
亦 见 第 19 页 脚注 四 及 脚注 @。 
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ALPHA: 那 又 如 何 ? 

DELTA: WRE-TEZH HEN EHK EAZ PE 
A EPA -PFGE AMRA PELEAR. Fr 
多 面体 , HA FERHEHER LARES TEE TRLRERUR . XI FE 
MEHR, 一些 平面 会 有 更 多 的 交点 ,但 总 有 些 平面 只 有 一 个 
(图 11(a) 和 (b))。 对 于 这 个 画 框 来 说 , 若 我 们 在 隧道 中 取 一 点 ,所 有 
平面 将 会 有 两 个 截面 。 你 又 怎么 能 称 它 是 一 个 多 面体 呢 ? 


图 11 
老师 : 这 像 是 另 下 了 一 个 定义 ,这 一 回 是 个 局 定义 了 。 就 叫 全 
AX 5 Wo, 
ALPHA; 有 一 连 串 反例 ,就 有 一 连 串 与 之 匹配 的 定义 ! 这 些 定 
义 号 称 是 不 包含 新 东西 的 ,仅仅 是 对 早先 的 概念 之 丰富 性 的 重新 显 
示 , 似 乎 那 一 早先 的 概念 碰 上 多 少 反例 就 自 有 多 少 “ 隐 藏 " 条 款 。 肛 
FASER, V-EHF=-2 似乎 是 不 可 动 播 的 ,是 一 个 悠久 的 “ 永 


D 为 让 重 易 里 带 有 隧道 的 多 面体 ( 画 框 7 闪 到 一 边 去 ,不 届 不 挠 的 怪物 排除 者 下 。 
德 荣 奎 埃 提 出 了 人 筷 义 5:“ 按 多 面体 一 词 的 通常 意义 ,此 多 面 的 复合 体 亦 非 一 个 真正 的 多 
面体 , 因 若 任 取 一 正 穿 过 立体 的 平面 ,其 通过 某 个 隧道 中 的 任意 一 点 , 则 得 出 的 截面 将 是 
两 个 完全 不 连通 的 不 同 多 边 形 ; 在 普通 多 面体 中 ,对 于 切割 平面 的 琳 些 位 置 , 即 是 说 在 一 
些 止 多 面体 中 , 此 种 情况 亦 会 发 生 , 但 并 非 对 所 有 位 置 均 如 此 ”([1890b], 第 170—171 
页 )。 人 们 想 知道 , 德 荣 奎 埃 是 否 已 注意 到 他 的 定义 5 也 排除 了 一 些 中 的 球 性 多 面体 。 
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恒 的 ?真理 。 忆 及 它 曾 几何 时 是 一 个 漂亮 的 猜想 ,充满 着 挑战 与 激 . 
动 , 倒 觉得 奇怪 了 。 如 今 , 因 为 你 们 在 含义 上 施行 奇怪 的 变换 骗术 ， 
它 已 经 沦 为 一 个 可 怜 的 约定 、 一 个 可 吕 的 教条 了 。 MANUE) 

DELTA: 我 不 能 理解 ,为何 一 个 能 于 如 Alpha 的 人 要 在 仅仅 的 
捣乱 .嘲弄 上 浪费 时 间 。 看 起 来 ,他 聚精会神 于 创造 畸形 。 但 是 ,不 
论 在 自然 界 抑或 思想 界 中 , 畸形 从 不 促进 发 展 。 进 化 总 是 遵循 着 和 
谐 与 秩序 井然 的 形式 。 

GAMMA: 遗传 学 者 轻易 即 可 驶 倒 此 观点 。 你 没 听 说 过 ,产生 
畸形 的 突变 在 宏观 进化 (macroevolution) 中 扮演 了 重要 角色 ? 他 们 
把 这 种 畸形 的 突变 物 叫 做 “有 希望 的 怪物 ”。 在 我 看 来 ,Alpha 的 几 
个 反例 虽 是 怪物 ,但 却 是 “有 希望 的 怪物 "2。 - 

DELTA: Alpha 反正 已 经 放弃 了 和 争论。 现在 不 再 有 怪物 了 。 

GAMMA: 我 又 有 一 个 新 怪物 。 它 符合 定义 1.2.3.4,.5 中 的 所 
有 限制 ,但 V 一 EE 十 下 二 1。 这 个 反例 5 就 是 一 个 简单 的 圆柱 体 。 它 
有 3 个 面 ( 顶 面 . 底 面 和 外 套 面 ) .两 条 楼 (两 个 圆圈 ) ,没有 顶点 。 它 
是 一 个 符合 你 们 的 定义 的 多 面体 : (1) 每 一 条 棱 上 都 正好 有 两 个 多 
边 形 相交 ; 〈2) 由 一 条 不 在 任 一 顶点 跨 过 任何 楼 的 路 线 ,自任 一 多 
边 形 的 内 部 到 任 一 其 他 多 边 形 的 内 部 ,是 可 能 的 。 你 亦 须 承认 这 些 
面 是 名 副 其 实 的 多 边 形 ,因为 它们 符合 你 们 的 要 求 : CO 每 一 顶点 
都 正好 有 两 条 校 边 相 交 ; (2) 除了 顶点 , 棱 边 与 棱 边 之 间 没 有 任何 
公共 点 。 

DELTA: Alpha 扩展 了 那些 概念 ,你 却 括 裂 了 它们 ! 你 的 “ 棱 ” 
并 不 是 棱 ! — RÉF PIN DR! 

老师 : EX 6? 


D “我 们 必 不 能 忘记 ,今日 表现 为 怪物 者 ,将 是 明日 一 条 特定 适应 路 线 的 发 生 原 
点 …… 我 要 进一步 强调 虽 稀有 而 极 具 意 义 的 突变 之 重要 性 ,这 些 突变 影响 着 决定 性 胚胎 
发 育 过 程 的 速率 ,其 引起 而 产生 者 ,人 们 不 妨 称 为 有 希望 的 怪物 ,这 些 怪 物 若 适 应 某 个 空 
置 的 合适 的 环境 , 便 会 引发 一 条 新 的 进化 路 线 。”( 癌 德 施 米 特 (Goldschmidt)[1933], 第 
544 页 及 第 547 页 )。 我 由 卡尔 。 波 普尔 的 提醒 而 注意 此 文 。 
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GAMMA: 但 为 什么 不 承认 有 一 个 或 可 能 没有 顶点 的 “ 棱 ? 与 棱 
的 关系 呢 ? 你 习惯 了 收缩 概念 ,可 你 现在 让 它们 支离破碎 ,以致 所 剩 
KALT! 

DELTA: [HARE RIS I 96 Brie FU sc Ue 6E A UND? “DIA, — 
个 新 多 面体 发 明 出 来 ,是 为 了 某 个 实用 的 目的 ;如 今 它们 被 专门 发 明 
出 来 ,使 我 们 的 先辈 们 的 推理 变 得 不 可 靠 , 而 除了 这 套 , 就 没有 什么 
其 他 东西 可 向 它们 请 教 。 我 们 的 主题 被 转换 成 一 个 畸形 学 博物 馆 ， 
正派 的 普通 多 面体 若 在 这 里 能 保留 一 块 很 小 的 角落 ,也 就 觉得 满 
ÆT.”® 

GAMMA: 我 认为 ,倘若 我 们 想 真正 深入 地 了 解 某 样 东 西 ,我 们 
必须 以 批判 的 态度 ,高 度 兴 奋 地 、 热 情 地 研究 它 , 而 不 是 在 其 “正常 
的 ”国定 的 .通常 的 形式 下 。 如 果 你 要 了 解 正常 的 健康 身体 ,在 它 不 
正常 时 、 害 病 时 研究 它 。 如 果 你 要 了 解 各 种 函数 , 那 就 研究 它们 的 奇 
异性 。 如 果 你 要 了 解 普通 多 面体 , 那 就 研究 它们 的 极端 分 子 。 要 想 
让 精确 的 分 析 进 入 该 主题 的 核心 处 ,就 得 走 这 条 路 2。 不 过 ,即便 你 
大 体 上 正确 ,你 没 瞧 见 你 针对 这 个 那个 问题 的 特定 (ad hoc) 方 法 的 
无 效 吗 ? 如 果 你 要 寻 出 反例 与 畸形 物 之 间 的 界限 ,你 不 能 做 做 停 停 。 

老师 : 我 认为 ,我 们 应 该 拒绝 接受 Delta 处 理 全 局 反例 的 策略 ， 
不 过 也 应 恭维 他 运用 策略 的 媚 熟 巧妙 。 我 们 可 以 给 他 的 方法 取 上 一 


O 意译 自 庞 加 莱 的 话 ([1908] ,第 131—132 页 )。 完 整 的 原文 如 下 :“ 逻 辑 有 时 产生 
怪物 。 半 个 世纪 来 ,我 们 已 看 见 出 现 了 一 堆 古 怪 的 函数 ,它们 似乎 存心 变 得 越 不 像 那 些 有 
点 用 处 的 老实 函数 越 好 。 不 再 有 连续 性 ,或 也 许 有 连续 性 ,但 没有 导数 ,等 等 。 尚 不 止 此 ， 
从 逻辑 的 观点 看 ,倒是 这 些 奇怪 的 函数 最 具 普 适 性 ,不 找 自 来 的 那些 函数 反 以 特例 的 面目 
出 现 。 它 们 仅 保 有 一 个 非常 小 的 角落 。 . 

“AA — AARAL, cO TE TS AU ELS SENKEN CURE IC E 
我 们 的 先辈 们 的 推理 变 得 不 可 靠 ,而 除了 这 套 , 就 没有 什么 其 他 东西 可 向 它们 请 教 。 

“车 逻辑 成 了 教师 的 唯一 导 引 , 先 讲 最 普 适 的 函数 便 必要 了 ,就 是 说 要 先 讲 最 古怪 的 
函数 。 初 学 者 反 不 得 不 被 迫 与 这 畸形 学 博物 馆 搏斗 ……”(G。B, WRANG. B. 
Halsted) 授 权 译 本 ,第 435 一 456 页 )。 庞 加 莱 是 就 实 变 函 数论 中 的 情形 讨论 的 此 问 
题 一 一 但 却 无 关 紧 要 。 

Q ”套用 当 若 依 (Denjoy) 的 话 ([1919], 第 21 页 )。 
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个 合适 的 名 字 : BUBTIEERZE 。 用 此 方法 ,可 以 通过 对 多 面体 、 对 它 的 
定义 项 或 对 它 的 定义 项 的 定义 项 所 做 的 间或 熟练 的 但 总 是 临时 的 重 
新 定义 来 消除 任何 反例 。 不 管 怎么 说 ,我 们 终究 应 更 尊敬 地 对 待 反 
例 才 行 ,而 不 应 顽固 地 予以 怪物 的 称号 ,把 它们 驱除 掉 。Delta 的 主 
要 错误 也 许 是 他 解释 数学 证 明 的 教条 主义 偏见 : 他 以 为 一 个 证 明 必 
然 应 证 明 其 欲 证 明 者 。 我 对 于 证 明 的 解释 可 以 允许 一 个 “ 锋 误 记 ” 
猜想 被 “证 明 ”, 即 把 它 分 解 为 几 个 子 猜想 。 若 猜想 为 假 , 我 当然 可 以 
预计 至 少 诸 子 猜想 之 一 为 假 。 但 分 解 仍 会 是 有 意义 的 ! 找到 了 一 个 
“已 证 ”猜想 的 反例 ,我 不 会 感到 不 安 ;我 甚至 愿意 开始 即 着 手 “证 明 ” 
一 个 错误 的 猜想 ! | 

THETA: 我 不 听 你 的 。 

KAPPA. 他 只 听 《 新 约 全 书 》 的 : “但 要 凡事 察 验 ,善美 的 要 持 
SFe” CORS TEE, 21 节 ) 


EF (c) 以 例外 排除 法 改进 猜想 。 逐 步 排除 。 
策略 性 撤退 或 稳扎稳打 


BETA: 我 猜测 ,先生 ,您 正 预备 就 您 莫名 其 妙 的 评论 作 一 番 解 
释 。 然 而 ,我 对 我 的 没 耐性 感到 万 分 抱歉 ,我 现在 不 得 不 发 港 一 下 我 
受 压 抑 的 感情 。 

老师 ; 请 说 。 

(ALPHA 又 进来 了 。) 

BETA: 我 虽然 觉得 Delta 的 论点 有 些 方面 傻乎乎 的 ,但 我 已 相 
信 这 些 论点 有 一 个 合理 的 内 核 。 现 在 ,我 认为 没有 普遍 有 效 的 猜想 ， 
”猜想 仅 在 某 一 排除 了 例外 的 有 限界 域 中 有 效 。 我 反对 称 这 些 例外 
为 “怪物 ”或 “病态 的 例子 ”。 此 举 会 在 方法 论 上 导致 决定 不 由 这 些 有 
趣 的 例子 的 本 来 意义 去 考虑 它们 ,但 是 它们 是 值得 单独 考察 一 香 
的 。 可 我 同样 反对 “反例 ”一 词 ;这 个 词 昌 然 正确 地 认可 了 它们 作为 
例子 ,与 支持 的 例子 有 同等 地 位 ,但 从 某 种 意义 上 说 ,其 又 为 它们 涂 
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上 了 好 战 的 色彩 ,以 至 于 如 Gamma À, BSEC f ]SE RUE DIOE . 以 
至 于 要 把 美丽 而 精巧 的 证 明 一 齐 抛 奔 了 。 实 际 不 是 这 样 的 : 它们 不 
过 是 例外 里 了 。 

SIGMA: 深 表 同意 。“ 反 例 ” 此 词 散发 着 好 斗 性 的 气味 ,冒犯 了 
那些 发 明了 证 明 的 人 。“ 例 外 ” 才 是 正确 的 表达 。“ 存 在 3 种 数学 
命题 

“1. 总 为 真 者 。 此 种 命题 不 存在 限制 和 例外 ,例如 : 一 切 平面 
三 角形 之 内 角 和 总 等 于 两 直角 。 

^2. 依赖 于 某 错 误 原 理 者 。 故 无 论 如 何 决 不 能 承认 。 

"3. 虽 立 足 于 真 原理 ,但 仍 承认 某 些 情况 下 之 限制 或 例外 


EPSILON: 什么 ? 

SIGMA …… 不 应 把 错误 的 定理 与 受制 于 某 种 限定 的 定理 混 
为 一 谈 。?9 俗 话说 : PIRES EEE 。 

EPSILON(/7 KAPPA 说 ): 这 头脑 不 清 者 是 谁 啊 ? 他 该 学 点 
逻辑 了 。 

KAPPA(MEPSILON 说 ) : 还 要 学 点 非 欧 平面 三 角 才 是 。 

DELTA: 不 得 不 去 预言 在 此 次 讨论 中 Alpha 和 我 也 许 会 站 在 
同一 边 , 我 发 觉 这 样 挺 使 人 难堪 的 。 我 们 均 在 一 命题 之 为 真 或 为 假 
的 基础 上 争论 , 亦 仅 在 欧 拉 定理 是 真 还 是 假 此 一 特殊 问题 上 不 一 致 。 
但 Sigma 盼望 我 们 承认 命题 的 第 三 种 范畴 , 即 “ 原 理 上 ”为 真 但 “在 
某 些 场合 容许 例外 ”。 容 忍 定理 与 例外 的 和 平 共 处 ,不 审 向 数学 中 的 
混淆 与 无 序 届 服 。 

ALPHA: D'accord. (同意 ) 

ETA: 我 一 直 不 想 打 断 Delta 才华 横 溢 的 论述 ,但 现在 我 想 , 若 
我 简要 解释 我 入 智 识 发 展 的 经 历 或 许 有 些 益 处 。 在 我 的 学 生 时 代 ， 


D 贝 蛤 德 (Bérard)[1818 一 1919], 第 347 页 和 第 349 页 。 
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按 你 们 的 称呼 ,我 成 了 一 个 怪物 排除 者 ,作为 守 方 反对 Sigma 一 类 
而 非 Alpha 一 类 的 观点 。 我 犹 记得 在 一 期 刊 上 阅读 到 有 关 欧 拉 定 
理 的 话 :“ 关 于 这 定理 的 普遍 有 效 性 ,杰出 的 数学 家 们 已 经 提出 过 诸 
种 证 明了 。 然 而 这 定理 却 碰 到 种 种 例外 …… 有 必要 提醒 大 家 注意 这 
些 例外 ,因为 晚近 的 学 者 们 也 并 不 总 能 清楚 地 认识 它们 。”0 这 不 是 
一 篇 孤立 的 圆滑 文章 。 比 如 ,还 有 “虽然 几何 学 教科 书 与 讲义 总 是 指 
出 欧 拉 的 漂亮 定理 V 十 二 玉 十 2 在 某 些 情况 下 要 受 ' 有 限制 ' ,或 谓 
“似乎 并 不 有 效 ’, 但 谁 也 不 清楚 这 些 例外 之 所 以 例外 的 真正 缘 
由 。”@ 如 今 我 仔细 地 检查 这 些 “ 例 外 ”, 我 得 出 的 结论 是 ; 它们 都 与 问 
题 中 的 实体 (多 面体 ) 的 真实 定义 不 相 吻 合 。 所 以 证 明 与 定理 便 可 恢 
复原 位 ,而 定理 与 例外 的 混乱 共存 便 消逝 了 。 

ALPHA: Sigma 的 混乱 立场 可 为 你 的 怪物 排除 法 提供 一 个 解释 ， 
但 不 能 作为 替 你 开脱 的 借口 ,更 别 说 作为 正当 的 理由 。 为 何不 通过 接 
受 反例 证 明 书 并 且 拒 绝 接受 “定理 与“ 证明 ”来 消除 混乱 局 面 呢 ? 

ETA : 为 何 我 必须 拒绝 证 明 ? 我 没 瞧见 它 有 任何 一 点 儿 错 误 。 你 
瞧 得 见 三 ?在 我 看 来 ,我 的 怪物 排除 比 你 的 证 明 排 除 似乎 更 为 合理 。 

老师 : 这 场 争 论说 明了 ,怪物 排除 如 果 源 自 Eta 的 两 难 困 境 , 便 
似乎 能 博得 一 位 更 为 同情 的 听众 。 不 过 ， 我 们 还 是 回 到 Beta 与 
Sigma 的 讨论 。 把 反例 重新 命名 为 例外 的 是 Beta。Sigma 与 Beta 
的 论调 一 致 “on... 

Beta: Sigma ER — $t , RAM (ELEME HR e [8] E f 5 36 RE 


(D 赫 塞 尔 [1832], 第 13 M. BER 1832 年 再 次 发 现 了 和 鲁 易 里 的 几 个 “例外 ”。 
他 刚 投 出 他 的 手稿 , 便 撞见 了 重 易 里 的 [1812 一 1813a]。 这 样 一 来 ,虽然 大 部 分 结果 是 业 
已 发 表 过 的 了 ,但 他 仍 决定 不 撤回 他 的 文章 ,因为 他 认为 ,应 让 忽视 了 这 些 例 外 的 “晚近 的 
学 者 们 ”接受 这 一 论点 。 顺 便 提 提 , 这 些 学 者 之 一 , 恰巧 是 赫 塞 尔 投稿 的 那 家 杂志 的 编 
#: AeL. AMK. 在 其 教科 书 [1826 一 1827] 里 他 “证 明了 ?” 欧 拉 定理 对 一 妃 多 面体 为 
真 (第 2 卷 ,第 668—761 页 ) 。 

© HE ([1863], 第 449 页 )。 马 蒂 森 此 处 是 指 海 斯 (Heis) AISE PE 
(Eschweiler) JL fa] 3& Bt f ) (Lehrbuch der Geometrie) 及格 龙 奈 特 的 《立体 几何 教程 》 
(Lehrbuch der Stereometrie), ZW, 35 35 d À 如 Eta 一 般 一 一 以 怪物 排除 法 解决 
问题 , 却 是 如 Rho 一 般 用 怪物 校正 法 (参见 第 36 页 脚注 四) 。 
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确实 存在 3 种 命题 : 真 者 .绝望 的 错误 者 .充满 希望 的 错误 者 。 此 最 
末 一 种 用 加 入 声明 诸 例外 的 限制 性 条 款 可 改进 为 真 。 我 从 不 “认为 
公式 属于 一 个 未 确定 的 有 效 界 域 。 实 际 上 ,大 部 分 公式 仅 当 满足 某 
些 条 件 时 方 成 立 。 如 果 确 定 了 这 些 条 件 , 当然 还 要 精确 确定 我 所 使 


用 的 语词 之 意义 ,我 便 消 灭 了 所 有 的 不 确定 性 ?.@ 因此 ,如 你 们 所 “ 


见 ,我 并 不 主张 计 未 改进 之 公式 与 例外 有 任何 形式 的 和 平 共处 。 我 
改进 我 的 公式 ,让 它们 与 Sigma 在 第 一 堂 课 上 提出 的 公式 一 样 完 类 
化 。 这 就 意味 着 ,只 要 怪物 排除 法 用 来 确定 原状 想 的 存 慌 朱 成 ,我 
便于 受 它 ;而 只 要 它 当 作 以 受 限 制 的 概念 来 挽救 “漂亮 ”定理 的 语言 
Ab THO HH REPARE. Delta 方法 的 这 两 种 功用 应 当 分 开 来 
看 。 我 愿意 给 我 扒 方 法 命名 为 “ 钥 外 靛 克基 ”这 一 方法 只 能 用 第 一 
个 功用 来 描述 。 我 要 用 它 来 精确 确定 欧 拉 猜想 的 有 效 界 域 。 

老师 : 你 许诺 要 给 欧 拉 多 面体 “精确 确定 的 界 域 " 是 什么 ?你 的 
“完美 的 公式 ”又 是 什么 ? 

BETA: WRA TRE CURE TD EXI MU) FIRE C B KE JU 
FD HIPTÉ TX, V —E+F =2, 

BETA: 是 的 ,我 肯定 。 

老师 : 挛 生 四 面体 呢 ? 

BETA; KH HB. MARIE RE, EEE MITA TE 
ÍkK,V—E--F—29, 


D 摘自 柯 西 的 杰作 [1821] 的 引 论 。 

© 和 鲁 易 里 和 日 果 内 似乎 已 肯定 鲁 易 里 的 清单 已 历数 了 所 有 的 例外 。 我 们 在 此 文 这 
一 部 分 的 引 论 中 读 到 :“ 人 不 难 确信 ;对 于 所 有 多 面体 ,不 管 凸 与 不 点 ,网 拉 定 理 普遍 为 真 ， 
除了 我 们 将 会 指出 的 那些 特例 ……”( 鲁 易 里 [1812 一 1813a], 第 177 页 )。 接 着 我 们 在 日 
果 内 的 评论 中 再 次 读 到 :“…… 这 里 所 指出 的 例外 似乎 就 是 可 能 出 现 的 全 部 ……”( 同 前 
书 ,第 188 9D. AEE ERAI GEN T PUE PUE, REE 20 ELT BREUI PE ERI 
〈[1832])。 值 得 注意 的 是 ,一 些 处 于 领导 地 位 的 数学 家 ,甚至 如 日 果 内 一 样 对 方法 论 有 浓 
厚 兴 趣 的 数学 家 , 竞 会 相信 人 可 依赖 例外 排除 法 。 此 一 信念 类 似 于 归纳 逻辑 中 的 “分 类 
法 ”, 据 此 ,可 以 完全 枚 举 一 个 现象 的 所 有 可 能 解释 , 因此, 若 我 们 可 通过 判别 实验 
(experimentum crucis) 法 排除 某 种 解释 之 外 的 所 有 解释 , 剩 下 者 便 得 到 证 明 .。 
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老师 : 我 明白 了 。 我 赞同 你 改进 猜想 的 策略 ,而 不 只 是 要 么 接 
受 ,要 么 拒绝 。 相 对 怪物 排除 法 和 放弃 法 而 言 ,我 更 倾向 于 采纳 这 一 
策略 。 然 而 ,我 有 两 点 反对 意见 。 第 一 ,我 坚决 主张 ,你 所 声称 的 不 
但 改进 猜想 ,并 且 “ 完 善 * 猜 想 、“ 使 其 严格 地 正确 ”“ 使 所 有 的 不 确定 
性 消失 ”的 方法 是 站 不 住 脚 的 。 

BETA: 果真 如 此 ? 

老师 : 你 必须 承认 ,你 的 每 一 版 新 猜想 ,只 不 过 是 对 刚刚 出 现 的 
一 个 反例 的 适 忽 消灭 。 你 意外 发 现 嵌 套 立方 体 时 ,你 排除 带 空 惧 的 
多 面体 。 你 偶然 注意 到 画 框 时 ,你 排除 带 饼 尊 的 多 面体 。 我 欣赏 你 
那 开放 而 敏锐 的 心灵 ;注意 到 所 有 这 些 例 外 都 是 很 好 的 ,但 我 觉得 ， 
当 你 盲人 骑 腾 马 般 地 摸索 “种 种 例外 ”时 ,不 如 直接 用 某 种 方法 更 好 。 
承认 “所 有 多 面体 是 欧 拉 式 的 ” 乃 一 猜想 ,这 一 点 很 好 。 但 为 何 又 说 
“所 有 不 带 空 腔 \、 隧 道 以 及 不 带 这 不 带 那 的 多 面体 是 欧 拉 式 的 ”是 一 
条 定理 ,不 再 含 猜想 的 成 分 ? 你 怎 有 把 握 说 你 可 历数 刻 序 的 例 外 ? 

BETA: 您 能 给 出 我 未 曾 考 虑 的 一 例 吗 ? 

ALPHA: 我 的 海胆 呢 ? 

GAMMA: 还 有 我 的 圆柱 呢 ? 

老师 , 就 我 的 论点 而 言 ,我 根本 不 需要 一 个 具体 的 新 的 “例外 ” 
作为 我 的 论据 。 我 的 论据 支持 更 多 例外 的 可 能 烽 。 

BETA. 说 不 定 您 是 正确 的 。 岂 可 一 碰见 新 反例 便 朝 令 夕 改 。 
不 应 当 说 :“ 如 果 表 面 上 无 例外 产生 ,此 结论 便 大 体 是 明确 的 。 但 如 
果 此 后 无 论 何 时 有 例外 出 现 ,那么 当 例外 出 现时 ,此 结论 才 开始 因 这 
些 例 外 而 变 得 明确 ”0 让 我 想 想 。 我 们 最 初 猜想 对 雇 有 有 多 面 休 I 有 
V-E+F=2, 只 因 我 们 发 现 它 对 立方 体 . 八 面体 .棱锥 和 棱柱 皆 成 
立 。 我 们 当然 不 能 接受 “此 种 不 幸 的 由 特殊 至 一 般 的 推理 方式 ”.@ 
例外 突然 出 现 了 ,这 不 足 为 奇 :着 实 令 人 惊讶 的 是 , 许 许多 多 更 多 的 


© 1- 牛顿 L[1717], 第 380 页 。 
© 阿 员 尔 (AbeD)[1826aj。 他 的 批评 肴 上 去 是 直接 针对 欧 拉 式 的 归纳 主义 。 
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例外 没有 更 早 地 发 现 。 在 我 看 来 ,这 是 由 于 我 们 几乎 总 是 考虑 凸 狗 面 
体 。 只 要 考虑 其 他 多 面体 ,我 们 的 归纳 便 不 再 有 效 O。 所 以 ,与 其 逐步 
地 排除 例外 ,我 还 不 如 谦虚 但 安全 地 画 一 界线 : PEE I SET 
HO 。 我 还 希望 你 们 承认 ,此 中 不 含 猜想 的 成 分 : 它 是 一 条 定理 了 。 

GAMMA: 我 的 圆柱 呢 ? CELH! 

BETA; 那 不 过 是 玩笑 黑 了 1! 

老师 : 我 们 暂且 不 去 理会 圆柱 。 即 使 没有 这 圆柱 ,我 们 亦 能 提 
出 批评 。Beta 为 回答 我 的 批评 ,迅速 设计 出 了 例外 排除 法 此 一 修改 
后 的 新 版 本 , 以 策略 性 地 撤退 到 一 个 有 望 成 为 猜想 的 堡垒 的 界 域 里 
代替 逐步 的 撤退 。 这 是 稳扎稳打 的 谨慎 做 法 。 可 是 ,你 真如 你 所 宣 
称 的 那 般 安全 ? 你 仍 不 能 保证 你 的 堡垒 里 不 再 会 有 任何 例外 。 另 
外 , 尚 有 相反 的 危险 。 你 会 不 会 撤退 得 太 激烈 ,把 许 许 多 多 欧 拉 多 面 
体 置 于 保健 的 城墙 之 外 ? 我 们 的 原 猜 想 或 许 是 在 夸 夸 其 谈 , 但 我 觉 
得 你 的 “完美 化 的 ”命题 简直 就 过 于 保守 了 ;可 是 ,你 仍然 不 能 肯定 它 
是 不 是 同样 也 在 寺 压 其 谈 。 

不 过 ,我 亦 乐 意 提出 我 的 第 二 点 反对 意见 : 你 的 论点 忘记 了 证 


D ”这 也 是 意译 自 所 引 的 信 中 的 话 , 信 中 阿 贝 尔 谈 的 是 如 何 把 有 关 函 数 的 一 般 “ 定 
理 ” 的 例外 消除 掉 , 由 此 而 确立 绝对 的 严格 性 。 原 文 (包括 前 引 一 语 ) 如 下 ; “在 高 等 分 析 学 
th A SURE LU s RER M o PAAT U EAR RAER UT ENTE 
式 ,而 惊奇 的 是 ,如 此 之 手法 要 导出 所 谓 的 悖 论 , 却 极其 罕见 。 找 找 原 因 倒 确实 很 有 意义 。 
我 的 看 法 是 ,其 原因 就 在 于 这 一 事实 : IWERI PELEEENERERUNRE. A 
RP RRR Y —SRDEMLLRMÉNÉ —JERLAFFTFÉÆT, 并 且 只 要 开 
始 得 出 了 错误 的 结论 , 便 有 无 限 多 的 错误 随 之 而 来 , 互 为 依托 ……”( 我 加 的 斜体 )。 庞 索 
特 发 现 ,归纳 概括 常常 在 多 面体 理论 中 失效 ,正如 在 数论 中 一 样 :“ 大 多 数 性 质 是 属于 个 体 
的 ,并 不 遵守 任何 一 般 规律 "(L1810],§ 45)。 这 种 提防 归纳 法 的 心理 的 值得 玩味 的 特征 ， 
是 它 将 归纳 的 偶尔 失效 归 因 于 (事实 的 . 数 的 ,多 面体 的 ) 领 域 中 理所当然 包含 着 超 平 想像 
的 例外 。 

D 这 又 是 在 很 大 程度 上 与 阿 贝 尔 的 方法 如 出 一 加 。 以 同样 的 方式 , 阿 贝 尔 将 有 关 
函数 的 可 颖 定理 之 界 域 限制 到 震级 数 。 在 欧 拉 猜 想 的 故事 里 ,限制 到 凸 多 面体 的 这 类 做 
法 是 相当 普遍 的 。 比 如 说 , 勒 让 德 先 给 多 面体 下 了 一 个 较 普 遍 的 定义 (参见 第 10 页 脚注 
QD) ,随后 提出 一 证 明 ,这 证 明 虽 一 方面 决 不 适用 于 他 的 所 有 一 般 多 面体 ,但 另 一 方面 却 不 
止 适用 于 凸 多 面体 。 然 而 ,在 一 个 补 注 中 ,他 以 小 号 字体 (在 意外 发 现 了 从 未 表述 过 的 例 
外 后 的 马后炮 ?) 谦 虚 但 安全 地 撤退 到 了 西 多 面体 ([1809], 第 161,164,228 页 ) 。 
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明 ; 你 在 推测 猜想 的 有 效 范 围 时 , 似乎 根本 不 需要 证 明 。 你 还 不 至 于 
相信 证 明 是 多 余 的 到 ? 

BETA: 我 何曾 说 过 此 话 。 

老师 : 是 的 ,你 没 说 过 。 但 是 你 发 现 ,我 们 的 证 明证 明 不 了 我 们 
的 原 猜想 。 但 它 可 以 证 明 你 改进 后 的 猜想 吗 ? 告诉 我 。 

BETA: na D cs... . 

ETA: 先生 ,谢谢 您 这 番 辨 论 。Beta 的 窘境 清楚 地 显示 出 遭 诽 
谤 的 怪物 排除 法 的 优越 性 来 。 因 为 我 们 说 ,该 证 明 所 论证 的 就 是 欲 
着 手 证 明 者 ,这 样 我 们 的 答案 才 是 明确 的 。 我 们 不 允许 反复 无 常 的 
反例 任意 地 破坏 令 人 满意 的 证 明 , 即 便 它们 化 妆 成 谦恭 驯服 的 “ 例 
外 ”也 不 允许 。 : 

Beta: 因为 批评 的 刺激 ,我 不 得 不 详 述 .改进 ,以 及 一 一 不 好 意 
思 , 先 生 , 我 还 是 要 说 一 一 完 郑 我 的 方法 论 , 我 一 点 也 不 觉得 这 令 我 
难堪 。 我 的 回答 如 下 。 我 拒绝 接受 原 猜想 ,认为 它 不 对 ,原因 是 原 猜 
想 存在 着 例外 。 我 亦 拒绝 接受 该 证 明 , 因 为 例外 同样 是 至 少 一 个 引 
理 的 例外 。( 用 您 的 说 法 , 便 是 : 全 局 的 反例 必然 亦 是 局 部 的 反例 。) 
Alpha 在 此 停 住 了 ,因为 反驳 似乎 已 彻底 满足 其 智力 的 要 求 。 但 我 
继续 前 进 。 我 通过 适当 的 方法 ,将 猜想 与 证 明 专 限制 在 合适 的 论 域 


不 少 实 于 的 数学 家 感到 困惑 , 若 证 明 并 不 证 明 出 什么 ,其 又 为 的 是 什么 ? 一 方 
面 ,他 们 从 经 验 得 知 ,证 明 是 可 错 的 ,但 另 一 方面 ,他 们 从 他 们 的 教条 主义 的 灌输 中 得 知 ， 
RAMEK WEAVER. MARERA ARRAT E E D o d ERI C — BE 
FRE s ICs BI, HER E "REN AE Re AR E WEH. Fi, SEE 
FRERE EMR IE BERE A IU" EAS EU” AER, ef] A f ETUR 
“FREAR IRA EPKER ERLT. Sn, G - H BAR 
(G. H. Hardy) 一 百 分 地 尊敬 逻辑 学 家 对 于 形式 证 明 的 要 求 ,但 当 他 想 要 以 “我 们 从 事 研 
究 的 数学 家 所 熟悉 的 方式 "刻画 数学 证 明之 特征 时 ,他 采取 了 如 下 的 方式 “严格 说 来 ,并 
无 如 数学 证 明 者 ; 在 最 后 的 分 析 中 ,我 们 仅 指 出 些 问 题 而 已 ;…… 证 明 乃 是 李 特 伍德 
(Littlewood) 与 我 所 称 为 网 竺 的 东西 , 编 出 来 打动 人 心 的 华丽 辞藻 ,上 课时 黑板 上 的 图 画 ， 
激发 学 生 想 象 力 的 手法 ”([1928], 第 18 页) R . Le REKER, L. Wilder) 以 为 ,“ 证 明 只 
是 我 们 用 于 检验 我 们 之 直觉 暗示 的 过 程 ”([1944], 第 318 WO, G 波 利 亚 指出 ,证 明 者 ， 
即便 不 完备 , 亦 在 诸 数学 事实 之 间 建 立 了 联系 ,这 一 点 又 帮助 我 们 记 住 数学 事实 ， 证 明 最 
终 产生 了 一 个 助 忆 法 系统 ([1945], 第 190—191 3D, 
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中 。 于 是 ,一 来 送 想 完美 化 了 ,就 此 为 塌 了 ,二 来 大 体 上 还 算 合理 
的 证 狼 完 美化 了 ,就 此 严 棚 三 , 且 显 然 不 再 包含 错误 的 引 理 。 辟 如， 
我 们 曾 看 见 , 并 非 所 有 的 多 面体 在 移 去 一 面 后 皆 可 平 铺 拉 伸 于 一 平 
面 上 。 但 所 有 点 多 面体 办 得 到 。 猜 想 既 已 完善 并 得 到 了 严格 证 明 ， 
我 要 称 它 为 份 更 便 没什么 不 对 了 。 我 重申 ,;“ 访 肥 让 多 面体 况 走 如 
TuS. ”就 凸 多 面体 来 说 ,所 有 引 理 为 真是 一 自 了 然 的 ,而 证 明 就 其 
不 成 立 的 普 适 性 来 说 , 虽 是 不 严格 的 ,但 就 限制 后 的 凸 多 面体 界 域 来 
说 , 便 是 严格 的 了 。 所 以 ,先生 ,您 的 问题 我 已 回答 。 

老师 : 所 以 ,在 这 些 例外 被 发 现 以 前 , 曾 看 起 来 是 一 目 了 然 地 
为 真 的 引 理 ,现在 再 度 看 起 来 是 一 目 了 然 地 为 真 了 …… 直到 发 现 
下 一 个 例外 。 你 承认 “所 有 多 面体 是 欧 拉 式 的 ” 乃 一 猜测 ;你 刚才 
又 承认 “所 有 无 空 腔 及 隧道 的 多 面体 是 欧 拉 式 的 ” 亦 是 猜测 ;何不 
再 承认 “所 有 凸 多 面体 是 欧 拉 式 的 ? 亦 是 一 猜测 ! 

BETA: 这 一 次 不 是 “关闭 "了 mi de ! 

EM: 我 厌恶 你 这 自命 不 凡 的 “洞察 >”。 我 尊重 有 意识 的 辩 郑 ， 
因为 它 源 于 人 类 最 优秀 的 品质 : 勇敢 与 谦虚 。 

BETA: 我 提出 了 一 个 定理 :“ 所 有 凸 多 面体 都 是 欧 拉 式 的 ”您 
只 不 过 做 了 一 通 反 驳 它 的 说 教 。 您 给 出 一 个 反例 好 吗 ? 

老师 : 你 怎么 知道 我 不 会 呢 。 你 改 雄 三 原 猜 想 , 但 你 不 能 自称 
完 郊 三 猜想 ,在 你 的 证 明 中 达到 了 绝对 的 严格 性 。 

BETA: 您 能 给 出 吗 ? 

老师 : 我 也 不 能 。 但 我 认为 ,我 改进 猜想 的 方法 将 会 改进 你 
的 方法 ,因为 我 会 在 证 明 与 反例 间 建 立 一 种 一 致 性 和 真正 的 相互 
作用 。 

BETA: 愿 闻 其 详 。 


E (d) 怪物 校正 法 
RHO: 先生 ,我 可 以 从 旁边 插 几 和 句 吗 ? 
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老师 : 当然 行 。 

RHO: 我 同意 大 家 的 看 法 ,作为 一 个 一 般 的 方法 论 手 段 ， Delta 
的 怪物 排除 法 应 该 拒绝 接受 ,因为 它 没有 真正 严肃 地 对 待 “怪物 ”。 
Beta 亦 未 严肃 地 对 待 他 的 “那些 例外 ”, 因 为 他 只 是 罗列 出 它们 , 接 
着 便 撤退 到 一 个 安全 的 界 域 中 。 因 而 ,这 两 种 方法 均 只 对 一 个 有 限 
的 特许 领域 有 意义 。 我 的 方法 并 不 实行 歧视 。 我 可 以 说 明 ,“ 在 更 
细致 的 检验 下 ,那些 例外 仅仅 是 表面 现象 ,而 即使 对 所 谓 的 例外 而 
言 , 欧 拉 定 理 仍 保持 其 有 效 性 ”0。 

老师 ; 真 的 ? | 

ALPHA: 我 的 反例 3, 就 是 “海胆 ”( 图 5) ,怎么 可 能 是 一 个 普通 
的 欧 拉 多 面体 呢 ? CH 12 NEMETH 

RHO: 我 没 看 见 有 什么 “五 角 星 ”。 实 事 求 是 地 说 ,这 多 面体 的 
面 不 过 是 普通 的 三 角形 面 ,你 看 不 出 吗 ? 有 60 个 这 样 的 面 。 并且 
EH 90 条 楼 .32 个 顶点 。 它 的 “ 欧 拉 示 性 数 ” 是 28。 所 谓 的 12 个 
“五 角 星 ”, 以 及 它们 的 30 条 楼 与 12 个 顶点 ,可 得 出 “特征 数 ” 6， 
这 只 是 你 的 异想天开 罢了 。 没 有 什么 怪物 ,只 有 种 种 怪 解释 。 必 须 
清除 自己 心中 反常 的 错觉 ,必须 学 习 如 何 发 现 及 如 何 正 确 地 定义 所 
发 现 的 东西 。 我 的 方法 是 有 治疗 能 力 的 ; 你 于 随便 何 处 -错误 
地 一 一 “发 现 ”一 个 反例 ,我 便 教 你 如 何 一 正确 地 一 辨识 一 个 范 
例 。 我 校正 你 畸形 的 观察 力 @.…… 


DO 马 蒂 森 [1863] 。 

© 此 一 论点 :“ 海 胆 ”“ 确 ”为 一 普通 而 平凡 的 欧 拉 多 面体 ,有 60 个 三 角形 面 .90 条 
被 .32 4- BUR EEE THÉ (un hexacontaédre sans épithète)” , 5 h BRRL 
理 之 不 可 错 之 一 坚定 的 支持 者 提出 ,此 人 即 E - 德 荣 奎 埃 ([1890a] ,第 115 页 )。 不 过 ,将 
非 欧 拉 星 状 多 面体 解释 为 三 角形 化 欧 拉 多 面体 的 想法 , 绝 非 源 于 德 荣 奎 埃 , 而 另 有 -戏剧 
性 的 历史 (参考 下 页 的 脚注 人) 。 

© 没有 什么 比 教 条 主义 认识 论 的 错误 论 更 具有 其 特点 了 。 因为 ,车 一 些 真 理 是 显 
然 的 , 便 须 解释 怎么 会 有 人 在 它们 之 上 犯错 误 , 换 言 之 ,为 何 真理 并 非 对 一 切 人 皆 是 显然 。 
每 一 种 教条 主义 认识 论 都 根据 各 自 特 有 的 错误 论 ,提供 各 自 的 特殊 疗法 ， 以 清除 思想 中 的 
错误 。 参 见 波 普尔 [1963a], 引 论 。 
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ALPHA: 先生 ,请 在 Rho 给 我 们 洗脑 之 前 , 先 阐述 您 的 方法 人 。 

老师 : 且 让 他 继续 说 。 

RHO: 我 已 清楚 表明 自己 的 立场 。 

GAMMA. 请 问 你 可 以 详 述 你 对 于 Delta 方法 的 批评 吗 ? 你 们 
俩 都 驱除 “怪物 ”… 

RHO: Delta 被 你 的 幻觉 欺骗 了 。 他 曾 认 可 你 的 “海胆 "有 12 
个 面 .30 条 楼 及 12 个 顶点 ,不 是 欧 拉 式 的 。 他 又 自己 说 , 它 同样 不 
是 一 个 多 面体 。 但 他 两 边 的 算计 都 错 了 。 你 的 “海胆 ”起 一 个 多 面 
体 , 亦 十 欧 拉 式 的 。 不 过 其 星 状 多 面体 的 解释 是 个 励 解 。 倘 你 不 介 
意 ,我 要 说 , 那 不 是 海胆 留 在 一 个 健康 、 纯 洁 的 心灵 上 的 印象 ,而 是 留 
在 一 个 病态 的 心灵 上 的 看 曲 印 象 ,痛苦 地 扭 动 着 2。 


D ERR HETE 1809 年 与 1858 年 间 的 某 个 时 候 被 洗脑 了 。 正 是 重新 发 现 了 星 状 多 
面体 的 庞 索 特 ,从 欧 拉 理论 的 角度 首次 分 析 了 它们 ,并 称 , 它 们 中 的 一 部 分 ,如 同 我 们 的 小 
星 状 十 二 面体 一 样 ,是 不 遵从 欧 拉 公式 的 (L1810j。 可 是 ,这 同一 个 庞 索 特 却 在 其 [1858]] 
中 万 分 肯定 地 说 , 欧 拉 公式 “不 但 对 凸 多 面体 为 真 ,并 且 对 无 论 什么 多 面体 皆 真 ,包括 星 状 
多 面体 ”( 第 67 页 庞 索 特 用 了 特殊 超常 多 面体 (polyedres d ' espèce supérieure) 一 语 指 
称 星 状 多 面体 )。 了 矛盾 显而易见 。 怎 样 解释 呢 ? 星 状 多 面体 反例 出 了 什么 问题 ? 线索 就 
在 此 文 看 起 来 漫不经心 的 第 一 句 话 中 :“ 可 以 将 多 面体 的 整个 理论 化 为 带 三 户 形 面 的 多 面 
体 理 论 .” 即 , 庞 索 特 - Alpha 被 洗脑 后 变 成 庞 索 特 - Rho: 他 在 曾经 看 见 星 状 多 边 形 的 地 方 ， 
现在 只 看 得 见 三 角形 了 ;他 在 曾经 看 见 反例 的 地 方 ,现在 只 看 得 见 例 子 了 。 这 自我 批评 必 是 
和 鬼 鬼 崇 崇 而 隐蔽 的 ,因为 , 按 科学 的 惯例 ,如 此 的 大 变 卦 要 如 实 招供 是 不 成 体 统 的 。 亦 奇怪 
者 ,是 他 曾 否 撞 见 环 状 面 , 若 然 , 则 他 曾 否 心照 不 宜 地 以 其 三 角形 观点 重新 解释 了 它们 ? 

视角 之 改变 并 不 需要 总 是 在 同一 方向 上 操作 。 辟 如 ,J，C。… 贝克 尔 (J. C. Becker) 在 其 
[1869a] 中 一 一 他 被 单 连通 域 与 多 连通 域 的 新 概念 框架 给 迷 住 了 ( 黎 曼 [1851]) 一 一 典 及 了 
环 状 多 边 形 , 却 对 星 状 多 边 形 视 若 无 睹 (第 66 页 )。 此 文 发 表 后 的 5 年 一 一 文中 他 曾 声 称 已 
“确定 地 ”解决 了 此 问题 他 扩展 了 视野 ,在 之 前 只 看 见 三 角形 与 三 角形 化 多 面体 处 ,又 识 
别 出 星 状 多 边 形 和 星 状 多 面体 的 图 样 了 ([1874]) 。 

Q ”此 是 斯 多 噶 派 错误 论 的 一 部 分 ,归于 克 里 西 波 (Chrysippos) 的 贡献 (参见 埃 修 斯 (Aetius) 
[ 约 公 元 150], N. 12. 4; 亦 见 塞 克 斯 都 。 恩 披 里 克 (Sextus Empiricus)[ 约 公元 190], 工 249)。 

据 斯 多 噶 派 学 者 称 ， 海 胆 ? 为 外 部 实在 之 一 部 分 ,于 灵 玫 上 留 下 烙印 : phantasia 或 
visum。 一 个 智慧 的 人 不 会 不 加 鉴别 地 赞成 (synkatathesis R adsensus) phantasia ,除非 其 
成 熟 到 清晰 而 分 明 的 观念 之 程度 (phantasia kataleptike R comprehensio) ,而 若 其 为 伪 , 便 
不 能 成 熟 到 这 样 的 程度 。 清 晰 而 分 明 的 观念 之 系统 形成 科学 (episteme)。 在 我 们 的 例子 
中 ,“ 海 胆 ” 留 于 Alpha 心灵 上 的 烙印 是 小 星 状 十 二 面体 ,而 在 Rho 心灵 上 的 烙印 却 是 三 角形 
化 六 十 面体 。Rho 会 断言 ,Alpha 的 星 状 多 面体 视 像 并 不 可 能 成 熟 到 清晰 而 分 明 的 观念 的 地 
步 ,原因 显然 是 它 会 推翻 那 “已 证 ”的 欧 拉 公 式 。 这 样 , 星 状 多 面体 解释 便 招致 失败 ,而 “唯一 
的 ”替代 品 , 即 三 角形 化 解释 , 便 会 变 为 清晰 而 分 明 的 。 
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KAPPA. 可 是 你 怎样 辨别 健康 的 心灵 与 病态 的 心灵 ,以 及 理性 
解释 与 怪异 解释 9? 

RHO: 使 我 困惑 的 倒是 你 怎么 能 把 它们 混在 一 起 的 ! 

SIGMA: Rho, 你 真 以 为 ,Alpha 从 不 曾 注意 到 他 的 “海胆 ”可 能 
被 解释 为 三 角形 化 的 多 面体 ? 当然 那 是 可 能 的 。 但 更 细致 地 观察 可 
知 ,“ 这 些 三 角形 总 是 5 个 5 个 地 在 同一 平面 上 ,包围 着 一 个 躲藏 在 


立体 角 之 后 的 正 五 边 形 心脏 。 现 在 这 5 个 正三 角形 
及 其 内 部 的 心脏 一 一 正 五 边 形 -o WF 
奥 弗 拉 斯 托 斯 。 帆 拉 切 尔 苏 斯 (Theophrastus Paracelsus) ff , 3X Æ 
健康 的 标志 …… »Q 

RHO: 迷信 ! 


SIGMA: 于 是 ,对 低 庚 大 心 灵 来 说 ,海胆 的 秘密 便 昭然 若 揭 了 : 
它 是 过 去 梦 也 不 曾 梦 见 的 磺 新 的 正则 立体 ,有 正则 的 面 和 相等 的 立 
体 角 , 它 的 对 称 美 也 许 向 我 们 揭示 了 宇宙 和 谐 之 秘密 39.…… 

ALPHA: 谢谢 你 ,Sigma, 你 的 辩护 使 我 再 次 相信 ,反对 者 令 人 
难堪 的 本 事 还 不 及 支持 者 。 当 然 ,我 的 多 面体 图 要 么 可 以 解释 为 三 
角形 化 的 多 面体 ,要 么 可 以 解释 为 星 状 多 面体 。 我 愿意 以 同等 的 地 
位 承认 两 者 丝 可 行 …… 

KAPPA: 你 愿意 吗 ? 

DELTA: 但 肯定 只 有 其 中 之 一 才 是 正 移 的 解释 ! 

ALPHA: 我 愿意 以 同等 的 地 位 承认 两 者 皆 可 行 ,但 其 中 的 一 种 
将 肯定 是 欧 拉 猜想 的 一 个 全 局 反例 。 为 何 只 承认 按 Rho 的 先 人 之 见 


人 @ 此 为 怀疑 派对 于 斯 多 噶 派 看 法 的 一 个 标准 批评 , 后 者 以 为 ,他 们 可 以 分 辩 
phantasia 与 phantasia kataleptikz( 如 塞 克 斯 都 ， 恩 披 里 克 [ 约 公元 190], T. 405), 

Q 开 普 勒 [1619], 册 下 .命题 XXV。 
(译注 : Theophrastus Paracelsus, 笔名 Philippus Aureolus Paracelsus, 原名 Theophrastus 
Bombastus von Hohenheim, 1493? 一 1541, 瑞 士 医 师 、 化 学 家 ,化 学 疗法 韵 基 人 ,药理 学 之 
先驱 ,其 著述 虽 不 免 巫 术 成 分 , 然 其 于 古代 医学 之 批判 ,使 医学 走 上 一 更 科学 之 轨道 。) 

Q ”这 是 在 不 偏 不 倚 地 陈述 开 普 勒 之 观点 。 
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“校正 妥 帖 ”的 解释 ? 总 之 ,先生 ,您 现在 总 算 要 解释 您 多 方 法 了 吗 ? 


& (e) 以 引 理 并 入 法 改进 猜想 。 证 明生 成 的 
定理 VS. 素 朴 的 猜想 


老师 : 我 们 且 回 到 曾 框 的 问题 上 。 我 自己 是 承认 它 是 欧 拉 猜 想 
名 副 其 实 的 全 局 反例 的 ,并 且 承 认 它 是 对 我 的 证 明 中 第 一 引 理 的 一 
个 名 副 其 实 的 局 部 反例 。 

GAMMA: 对 不 起 ,先生 一 一 这 画 框 又 是 怎样 驶 倒 第 一 引 理 的 呢 ? 

老师 : 首先 移 走 一 个 面 , 然 后 努力 将 其 平 铺 拉 伸 在 黑板 上 。 你 
不 会 成 功 的 。 

ALPHA: 为 助 您 的 想象 一 臂 之 力 ,我 要 告诉 您 ,有 且 仅 有 那些 
可 吹 胀 成 球形 的 多 面体 才 有 以 下 性 质 : 在 移 走 一 面 后 ,你 可 将 余下 
部 分 平 铺 拉 伸 在 一 个 平面 上 。 

显然 ,这 样 的 “球形 ”多 面体 在 切 掉 一 面 后 是 可 以 平 铺 拉 伸 在 一 
个 平面 上 的 ;反之 ,同样 明显 的 是 ,如 果 一 个 多 面体 减 去 一 面 后 是 可 
以 平 铺 拉 伸 在 一 个 平面 上 的 ,你 就 可 以 将 它 捏 成 一 个 圆 形 瓶 ,随后 再 
将 遗 下 的 一 面 盖 上 去 ,而 得 到 一 个 球形 多 面体 。 不 过 , 您 的 画 框 永 不 
能 吹 胀 成 球形 ; 仅 能 成 一 圆 环 。 

老师 : 妙 哉 。 现 在 ,我 不 同 于 Delta, 我 承认 这 个 画 框 是 对 猜想 
的 一 个 批评 。 所 以 ,我 抛弃 了 原始 形式 的 猜想 ,认为 它 不 对 。 但 我 马 
上 要 提出 一 个 加 了 限定 的 修改 版 , 即 是 说 : 笛 卡 儿 - 欧 拉 猜 想 对 “ 简 
单 ? 多 面体 , 即 对 在 移 去 一 面 后 ,能 平 铺 拉 伸 在 一 平面 上 的 多 面体 而 
言 , 仍 然 适 用 。 于 是 ,我 们 便 拯救 了 原 假设 的 一 部 分 。 我 们 有 : 一 个 
篇 党 和 多面 秩 的 克 丰 并 任 数 为 2。 这 论题 不 会 被 内 套 立方 体 、. 挛 生 四 
面体 . 星 状 多 面体 证 伪 了 一 一 因为 它们 全 都 不 是 “简单 的 ”。 

因此 ,例外 排除 法 是 将 主 猜想 与 自 认 有 错 的 引 理 的 范围 均 限 制 
在 一 个 普通 的 安全 论 域 中 ,由 此 而 承认 这 些 反例 既是 对 主 猜想 、 又 是 
对 证 明 的 批评 ,我 的 引 理 并 人 法 则 是 肯定 了 证 明 ,而 将 主 猜想 的 论 域 
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刚好 缩小 为 自 认 有 错 的 引 理 的 论 域 。 或 者 说 ,一 个 全 局 兼 局 部 的 反 
人 鲍 逼 使 例外 排除 者 修改 引 理 与 原 猜 想 ,而 它 只 通 使 我 修改 原 猜想 ,不 
修改 引 理 。 你 明白 吗 ? 
ALPHA: 是 的 ,我 想 我 明白 了 。 为 表示 我 明白 ,我 要 反 驶 您 。 
老师 : 反驳 我 的 方法 还 是 反 驶 我 改进 后 的 猜想 ? 
ALPHA: 您 改进 后 的 猜想 。 
老师 : 那么 你 还 是 没有 懂得 我 的 方法 。 不 过 , 且 让 我 们 见识 你 
的 反例 。 
ALPHA: 考虑 一 个 立方 体 , 其 顶 上 置 有 
一 个 略 小 的 立方 体 ( 图 12) 。 这 吻合 我 们 所 有 
的 定义 一 一 优 义 1、2、3、4、4’、5 一 一 所 以 它 
是 一 个 货真价实 的 多 面体 。 因 为 它 能 平 铺 拉 
伸 于 一 个 平面 上 , 它 又 是 “简单 的 >”。 于 是 , 根 
图 12 据 您 修改 后 的 猜想 ,其 欧 拉 示人 性 数 应 为 2。 然 
而 , 它 有 16 个 顶点 .24 KEN 个 面 , 它 的 欧 
拉 示 性 数 是 16 一 24 十 11 = 3。 它 是 你 改进 后 的 猜想 的 全 局 反例 , 顺 
便 说 说 , 它 亦 是 Beta 的 第 一 “例外 排除 ”定理 的 全 局 反例 。 这 个 多 面 
体 , 昌 无 空 腔 . 赚 道 或 “多 重 结构 ”, 却 是 瀑 欧 拉 式 的 。 
DELTA, 就 叫 这 饰 顶 立方 体 为 反例 6 MO, 


D 反例 6 是 鲁 易 里 注意 到 的 ([1812 一 1813a], 第 186 页 ); 日 果 内 此 次 破例 承认 了 
他 的 发 现 的 新 颖 性 ! 不 过 ,几乎 过 了 50 年 庞 索 特 还 没有 听 说 过 它 ([1858]) MER 
《[1863]) 乃 至 80 年 后 的 德 荣 奎 埃 ([1890bj) 还 把 它 当成 怪物 。( 参 见 第 29 页 脚注 四 及 第 
36 页 脚注 DD)19 世纪 的 原始 例外 排除 者 把 它 跟 其 他 例外 并 列 为 古董 :“ 作 为 例子 ,通常 者 
举 附 在 四 面体 一 个 面 上 的 三 楼 锥 ,而 前 者 之 楼 全 无 与 后 者 重合 者 。 我 在 大 学 笔记 本 里 写 
道 , “真是 奇怪 ,此 情况 下 有 VEE 十 F — 3，。 随 后 无 话 ,”( 马 蒂 森 [1863], 第 449 页 )。 现 
代数 学 家 渐渐 忘记 了 环 状 面 , 它 也 许 跟 流 形 的 分 类 无 关 ,但 在 其 他 背景 下 便 可 能 变 为 相关 
的 。 施 坦 豪 斯 (Steinhaus) 在 其 [1960] 里 说 ,“ 我 们 把 地 球 分 成 下 个 国家 ( 凑 和 举 都 看 成 陆 
地 )。 于 是 ,不 论 政治 状况 如 何 ,总 有 V + F = E+2” (98 273 页 )。 但 令 人 好 奇 的 是 , 施 坦 
豪 斯 会 不 会 单单 因为 西柏 林 CWest Berlin) 或 圣马力诺 (San Marino) 的 存在 驶 倒 了 欧 拉 定 
理 ,就 把 它们 一 举 摧毁 。( 不 过 ,他 当然 可 以 防止 中 加 尔 (Baikal) 一 类 的 海 整个 落 在 一 个 国 
家 里 ,方法 是 把 它们 都 定义 成 将 ,因为 他 说 过 ,只 有 海 和 洋 才 看 成 陆地 .。) 
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老师 : 你 已 证 伪 了 我 改进 后 的 猜想 ,可 你 并 未 摧毁 我 改进 的 方 
法 。 我 当 重 新 检验 这 证 明 , 看 看 它 为 何 省 败 在 你 的 多 面体 面前 。 在 
这 证 明 中 , 必 另 有 一 错误 的 引 理 。 

BETA: 当然 是 有 的 。 我 总 是 怀疑 第 二 引 理 。 它 预 设 了 在 三 
角形 化 的 过 程 中 ,每 画 一 条 新 的 对 角 棱 , 你 便 总 使 棱 数 与 面 数 各 增 
加 一 。 这 是 错误 的 。 若 我 们 看 我 们 的 饰 顶 多 面体 的 平面 网 状 结 
构 , 便 会 发 现 一 个 环 状 面 (图 13(a))。 此 情形 下 ,只 画 一 条 对 角楼 
不 会 增加 面 数 (图 13(b)) : 我 们 要 使 面 数 增加 一 ,需要 添上 两 条 楼 
(图 13(c) ) 。 


(a) (b) (c) 


BEKRA”. SUL — ROUUCBONCK £88 9C ze EG — EAE 
为 一 个 条 件 。 

老师 : 非 也 ,你 错 了 。 在 具体 指出 你 错 在 何 处 之 前 ,我 要 详 述 我 
对 你 的 例外 排除 法 的 评论 。 你 将 你 的 猜想 限制 在 一 个 “安全 ” 论 域 
时 ,你 未 彻底 地 检验 证 明 , 并 且 ,就 达到 你 的 目的 而 言 ,你 事实 上 并 不 
需要 如 此 做 。 随 意 地 说 不 论 是 何 引 理 ,在 你 的 有 限 论 域 中 统统 沸 真 ， 
对 你 的 目的 来 说 已 够 用 了 。 可 对 我 来 说 , 却 还 不 够 。 我 正 是 要 把 那 
条 被 反例 驶 倒 的 引 理 建 到 猜想 之 中 ,所 以 ,在 对 证 明 作 一 番 仔 细 分 析 
的 基础 上 ,我 必须 把 那 条 引 理 辨认 出 来 并 且 尽 可 能 地 表述 清楚 。 这 
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样 , 便 可 把 被 驱 倒 的 引 理 并 人 我 改进 后 的 猜想 中 。 你 的 方法 并 不 强 
RD ZE AR AO WE ,因为 证 明 并 不 出 现在 你 改进 后 的 猜想 中 ， 
与 我 的 情况 相反 。 现 在 我 回 到 你 的 建议 上 。 被 环 状 面 证 伪 的 那 条 引 
理 , 并 不 像 你 似乎 认为 的 是 “ 记 有 面 名 三 角形 化 的 ”, 而 是 “在 一 历 列 
衣 对 和 角 蕉 一 分 为 二 ”。 正 是 这 个 引 理 ,我 要 把 它 变 为 一 个 条 件 。 我 称 
满足 它 的 面 为 “ 单 连 通 的 ”, 进 而 能 够 对 我 的 原 猜想 作 第 2 次 改进 : 
^ Xd — fej 86 E BIA, RTE PEM, À V —E+F 二 2。” 你 的 陈 
述 之 所 以 鲁莽 失言 JR RAI AREA BU IET AN AO GE A ABT. UE 
明 分 析 有 时 是 琐碎 平凡 的 ,但 有 时 的 确 有 很 大 难度 。 

BETA: 我 明白 您 的 意思 了 。 我 也 应 对 您 的 评论 加 上 一 个 补 
注 ,算是 自我 批评 ,因为 我 以 为 ,这 一 举 揭示 了 各 种 态度 的 例外 排除 
的 整个 连续 统 。 最 坏 的 情况 ,就 是 只 排除 一 些 例 外 , 而 全 然 未 看 证 
明 。 所 以 便 出 现 我 们 一 面 有 证 明 , 一 面 又 有 例外 的 迷惑 。 在 这 类 原 
始 例外 排除 者 的 心目 中 ,证明 与 例外 在 两 个 完全 分 开 的 隔 间 里 存在 。 
其 他 一 些 人 也 许 现在 指出 说 ,证 明 只 在 限制 后 的 论 域 中 有 效 , 于 是 便 
声称 驱散 了 疑云 。 但 是 ,他 们 的 “条 件 ” 仍 同 证 明 思想 无 关 , 是 外 加 
的 0。 更 能 干 的 例外 排除 者 会 迅速 揪 一 哑 证 明 , 而 像 我 刚才 一 样 , 灵 
机 一 动 ,就 说 出 决定 一 个 安全 论 域 之 范围 的 条 件 了 。 最 优秀 的 例外 
排除 者 对 证 明 作 一 番 仔 细 的 分 析 , 并 以 此 为 基础 , 极 精细 地 描绘 出 禁 
区 的 界线 。 实 话 实 说 ,从 这 方面 看 ,您 的 方法 不 过 是 例外 排除 法 的 一 
AREE SLE Tes 

IOTA; +... 并 且 它 展示 了 证 明 与 反 驶 根本 的 辩证 统一 性 。 

老师 : 我 希望 现在 你 们 都 瞧见 了 ,即便 证 明 也 许 并 不 证 鹏 信人 么 ， 


D “ee 鲁 易 里 的 研究 报告 分 为 两 个 截然 不 局 的 部 分 。 前 一 部 分 中 ,作者 提出 了 欧 
拉 定 理 一 个 新 颖 的 证 明 。 后 一 部 分 中 ,他 的 目标 是 指出 这 个 定理 所 遇 到 的 例外 .>( 日 果 内 
给 重 易 里 文章 的 编辑 评论 , 见 鲁 易 里 [1812 一 1813a] ,第 172 页 ,斜体 由 我 所 加 。) 

M * FU JT CM. Zacharias) 在 其 [1914 一 1931] 里 不 加 批判 地 但 忠实 地 描述 了 这 
种 分 室 隔 离 法 :“ 在 19 世纪 ,几何 学 家 除了 寻找 欧 拉 定 理 的 新 证 明 外 ,也 参与 确定 它 在 某 
些 条 件 下 允许 的 例外 。 这 类 例外 曾 被 叙 及 ,如 庞 索 特 。S… 重 易 里 和 下 . Ch - RER 
图 为 例外 分 类 …… "GR 1052 m). 
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40 E^ f RT ARRIBAR EO, ASE AR ERA E, TH Bt 
JETER AUI TEASER. RITR D 2E BEA LA IE BOE B HE, 
"Re BEI BE" SGEN IEH (Gusti fication) MEH " 2 [HIE FF PI 
Et tH gs BEAT SEE—iI. 

BETA: 我 现在 自然 理解 您 那些 莫名 其 妙 的 评论 了 ,就 是 您 前 
面 说 的 ,您 对 既 “ 已 证 ?又 遭 驭 倒 的 猜想 ,并 不 党 得 忧虑 而 困惑 ,又 说 
您 甚至 愿意 “证 明 ” 一 个 错误 的 猜想 。 

KAPPAĻ ŽA ]: 实质 上 是 “只 改 不 证 ?@, 为 何 又 以 “证 明 ” 之 名 
来 称呼 ? 

老师 : 你 们 听 好 了 , 少 有 人 会 有 这 样 做 的 倾向 。 由 于 根深 蒂 固 
的 探 试 法 教条 ,大 多 数 数 学 家 都 不 能 同时 出 发 去 证 明 与 反驳 一 个 猜 
想 。 他 们 要 么 证 明 它 ,要 么 RRE. MH, 如若 猜想 碰巧 是 他 们 自 
己 提 出 的 ,他 们 便 尤 其 不 可 能 通过 反 孜 来 改进 猜想 。 伪 作答 不 经 反 
JE  BEBUUHE TT BOTE MTR ARZE , TRIEBE REZ 
REDON ; CHIE UT HAB SHE TANRI RREI, RR Y XT Ie AKIR 
A. DEEE EM —2E DLP HERR ER ERE S MIA W 
时 候 , 先 “ 稳 扎 稳 打 ?地 为 “安全 ” 论 域 设 计 一 个 证 明 , 继 历 让 它 经 受 
彻底 的 批判 性 考察 ,看 看 他 们 是 否 已 使 用 了 每 一 个 强加 的 条 件 。 如 
否 , 他 们 和 便 把 他 们 适中 的 定理 初版 “更 加 完美 ?或 “广义 化 ”, 即 具体 指 
出 证 明 所 依赖 的 引 理 , 而 后 把 它们 并 人 猜想 。 璧 如 ,在 一 两 个 反例 出 
ANTENNEN HERE KAHN SHARE 
欧 拉 式 的 ”, 把 非 凸 的 例子 留待 日 后 回收 (cara posterior); 次 而 他 们 
便 设 计 出 柯 西 证 明 , 接 着， 又 发 现 证 明 并 未 真正 “使 用 了 ” 凸 性 ,他 们 
便 建立 起 引 理 并 入 定理 9! 这 一 过 程 将 临 邮 议 例 外 排除 与 逐次 证 明 


D 哈代 、 李 特 伍德 . 威 尔 德 . 波 利 亚 似乎 均 忽 略 了 这 一 点 ( 见 第 26 页 脚注 四 ) 。 

© FR: 作者 此 处 所 用 之 improof 一 词 , 乃 彼 自 造 。 彼 于 proof 前 加 im- 之 前 缀 ,一 
方 表 否 定 意 ,一 方 却 以 im 十 proof 所 得 之 improof 颇 似 improve 一 词 ,而 说 其 不 断 改 进 者 。 
译 者 求 达 其 意 , 故 以 “只 改 不 证 ”者 译 之 。 

D 这 一 标准 模式 本 质 上 是 波 利 亚 和 舍 戈 (CSzeg5) 的 经 典 著作 [1927] 描 述 的 模式 ,在 
其 第 "ii 页 上 :“ 应 仔细 检查 每 一 个 证 明 ,看 看 是 否 真正 利用 了 全 部 假设 ;应 努力 从 较 少 的 
假设 得 出 相同 结果 …… 在 反例 显示 出 到 达 各 种 可 能 性 的 边界 线 前 ,不 可 自 鸣 得 意 。” 
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分 析 、 引 理 并 人 结合 在 一 起 ,从 探 试 论 的 角度 说 并 没有 什么 不 受 。 

BETA: 这 一 过 程 当然 不 是 废止 批评 , 它 只 不 过 是 将 批评 挤 入 
FRET: 他 们 不 径直 批评 夸 夸 其 谈 ,而 去 批评 谦逊 之 辞 。 

老师 : 我 欣喜 万 分 ,Beta, 我 说 服 了 你 。Rho 和 Delta, ff] XF 
又 作 何 感想 呢 ? 

RHO: 我 个 人 自然 认为 ,“ 环 状 面 ” 的 问题 是 个 伪 问 题 。 两 个 立 
方 体 焊接 为 一 ,成 了 您 所 称 的 “ 饰 顶 立 方 体 ”。 您 对 它 的 面 与 棱 是 什 
么 作 了 一 种 怪异 的 解释 ,这 问题 方才 出 现 的 。 

老师 : 请 解释 之 。 

RHO: 饰 顶 立 方 体 ” 是 由 相互 修 忒 在 一 起 的 两 个 立方 体 组 成 的 
多 面体 。 您 同意 吗 ? 

EM: 我 不 介意 你 这 样 说 。 

RHO: 现在 您 错 解 了 “焊接 ”。 棱 连接 着 小 立方 体 的 底 正方 形 
的 顶点 与 大 立方 体 的 顶 正方 形 的 相应 顶点 ,此 之 谓 “ 焊 接 ”。 所 以 根 
本 不 存在 什么 “ 环 状 面 ”。 

BETA: 环 状 面 就 在 那儿 啊 ! 你 所 说 的 前 分 棱 并 不 存在 ! 

RHO: 在 你 未 经 训练 的 眼睛 前 ,它们 自然 隐藏 起 来 了 ?。 

BETA: 你 指望 我 们 认真 对 待 你 的 论点 吗 ? 难道 我 看 见 的 只 是 


D 用 隐藏 棱 " 焊 接 "两 个 多 面体 ,是 德 菜 奎 埃 主张 的 ([1890b] ,第 171—172 页 )。 他 
以 怪物 排除 反对 空 腔 和 隧道 ,而 以 怪物 校正 反对 饰 顶 立方 体 和 星 状 多 面体 。 以 怪物 校正 
捍卫 欧 拉 定理 的 首 个 倡导 者 是 马 蒂 森 [1863]。 他 自始至终 使 用 怪物 校正 ; 他 成 功 展示 出 
用 天 的 棱 和 面 , 解 释 了 一 切 非 欧 拉 多 面体 ,包括 带 隧道 和 空 腔 的 多 面体 在 内 。 德 荣 奎 埃 的 
焊接 是 对 环 状 面 的 彻底 三 角 化 ,而 马 葛 森 的 焊接 倒 较为 经 济 ,他 只 画 出 能 把 面 分 为 单 连通 
子 面 的 最 小 数目 的 棱 ( 图 14) 。 

马 蒂 森 对 其 把 实质 性 的 反例 转化 为 校正 妥 帖 的 重 名 的 欧 拉 例 子 的 方法 ,信心 百倍 。 
他 声称 “任意 多 面体 都 能 分 析 成 是 对 欧 拉 定理 的 确证 ……”。 他 历数 浅薄 的 观察 者 指出 
的 所 谓 例外 ,然后 称 ，“ 任 一 这 类 的 情况 下 ,我 们 都 可 说 明 多 面体 有 隐藏 的 楼 和 面 , 若 把 它 
们 算 在 内 , 则 定理 V 一 已 +F 一 2 毫发 无 损 , 即 令 是 对 这 些 看 起 来 铂 获 不 驯 的 情况 亦 如 此 。” 

然而 , 补 画 棱 或 面 能 使 非 欧 拉 多 面体 转变 为 欧 拉 多 面体 的 这 -- 想 法 并 非 出 自 马 蒂 森 ， 
MITER. BEERA 3 例 为 证 ,并 配 上 了 精美 的 图 形 ([1832] ,第 14 一 15 页 )。 不 过 ， 
他 并 不 以 此 方法 “校正 例外 ,相反 ,他 是 要 通过 展示 “能 使 欧 拉 定 律 生效 的 十 分 相似 的 多 
面体 ”, 而 “简明 例外 ”。 
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—— (b) 
图 14 MREZA: 
(a) 德 荣 奎 埃 版 ，(b) 马 蒂 森 版 ，(c)“ 未 经 训练 的 眼睛 ”版 


RHO: 且 看 此 盐 的 晶体 。 你 要 说 这 是 个 立方 体 ? 

BETA: 当然 。 

RHO: 一 个 立方 体 有 12 FR, FE? 

BETA, 是 啊 , 有 12 %4. 

RHO: 可 这 立方 体 上 根本 没有 任何 棱 。 它 们 都 隐藏 起 来 了 。 
经 过 你 的 理性 重建 ,它们 才 出 现 了 。 

BETA: 我 会 想 想 这 一 点 。 有 件 事 是 明朗 的 。 老 师 批评 我 自 以 为 
是 地 以 为 我 的 方法 可 获 致 确定 性 ,也 批评 我 丢 开 了 证 明 。 这 些 批评 也 丝 
毫 不 亚 于 适用 于 你 的 “怪物 校正 ,如 同 适 用 于 我 的 “例外 排除 ”一 样 。 

老师 : Delta, 你 呢 ? 你 要 如 何 驱 走 环 状 面 呢 ? 

DELTA: 我 不 会 这 样 做 。 您 说 服 了 我 ,我 已 版 依 了 您 的 方法 。 
我 只 是 想 知 道 ,您 何不 把 忽略 掉 的 第 三 引 理 确定 下 来 ,并 且 也 把 它 并 
人 猜想 ? 我 提出 第 四 个 表述 ,但 愿 是 最 后 一 个 :“ 所 有 满足 以 下 条 件 
之 多 面体 皆 为 欧 拉 多 面体 : (a) 简单 ; (b) 每 一 面 丝 单 连通 ; CO) 在 
平 铺 拉 伸 与 三 角形 化 得 出 的 平面 三 角形 化 网 状 结构 中 ,可 以 给 三 角 
形 编 上 号 ,以 编号 后 的 正确 顺序 移 走 它们 时 ,V 一 E 十 下 之 值 不 变 , 直 
到 剩 下 最 后 一 个 三 角形 。”0 我 不 懂 您 何以 不 立即 提出 此 点 ? 若 您 是 


@ 这 最 后 一 条 引 理 强 得 徒然 无 谓 ; 若 替 之 以 引 理 “ 对 拉 伸 及 三 角 化 过 程 得 到 的 平面 
三 角形 化 网 状 结构 ,有 站 一 已 十 下 = 1", 对 柯 西 证 明 的 目的 而 言 亦 足够 了 。 柯 西 似 不 曾 注 
意 到 两 者 的 区 别 。 


。，38。 证 明 与 反 陪 


真正 严肃 地 对 待 您 的 方法 ,您 已 经 立马 把 万 存 的 引 理 变 为 条 件 了 。 
何以 还 有 这 种 “一 步 一 步 地 操作 ” 呢 0? 

ALPHA: 保守 党 变 成 革命 派 了 ! 我 深 觉 你 的 建议 过 于 乌托邦 
化 。 因 为 决 不 只 有 三 条 引 理 。 为 何不 加 上 许多 其 他 的 条 件 , 如 “(4) 
#1+1=2", 及 “(5) 若 所 有 三 角形 皆 有 三 个 项 点 与 三 条 棱 ”, 因为 
我 们 肯定 要 用 上 这 些 引 理 ? 我 提议 ,我 们 只 把 已 发 现 反例 的 引 理 变 
为 条 件 。 

GAMMA: 作为 一 个 方法 论 规则 ,我 认为 这 太 没 有 定 准 了 ,我 难 
以 接受 。 我 们 不 如 并 和 人 所 有 我 们 能 预料 到 反例 的 引 理 ,也 就 是 那些 
还 不 是 明显 地 、 毫 无 疑义 地 为 真 的 引 理 。 

DELTA: 哦 ,有 人 觉得 我 们 的 第 三 引 理 明显 吗 ? 把 它 变 做 第 三 
个 条 件 吧 。 

GAMMA: 如 若 我 们 的 证 明 的 各 条 引 理 所 表示 的 操作 不 尽 相 独 
立 ,会 怎么 样 呢 ? 如 果 这 些 操作 的 一 部 分 行 得 通 , 也 许 余下 部 分 便 必 
定 是 必然 行 得 通 的。 我 自己 倒是 猜测 ,者 一 个 多 面体 十 蘑 音 捧 , 就 
FAN ERREGT — ERU — RARUS, BEI V 一 EE 十 
F ZERE., MAR ADO TEE HESS — 8| BRE PAS, ATTE 
不 用 麻烦 把 第 三 个 并 人 了 。 

DELTA: 你 说 第 一 个 条 件 昔 含 了 第 三 个 。 你 可 以 证 明 吗 ? 

EPSILON: 我 能 2。 

ALPHA; 不 论 实际 的 证 明 何等 有 趣 ,也 帮 不 了 我 们 解决 问题 ， 
要 改进 我 们 的 猜想 ,我们 须 熬 到 什么 时 候 ? 你 声称 有 的 证 明 , 我 尽 可 
承认 你 有 一 一 但 那 不 过 是 把 第 三 引 理论 分 解 为 几 个 新 的 子 引 理 轩 
了 。 我 们 现在 要 把 这 些 子 引 理 再 变 作 条 件 吗 ? 我 们 究竟 应 于 何 时 


D 学 生 们 显然 通晓 新 近 的 社会 哲学 。 此 术语 为 波 普 尔 所 造 ([1957], 第 64 页 ) 。 

© ”实际 上 ,这 样 一 个 证 明 首 由 H + 赖 哈 特 (H. Reichardt) 提出 ([1941], 第 23 页 ) 。 
亦 参 见 B。L 范 德 瓦尔 登 L[1941]。 希 尔 伯 特 和 康 佛 森 很 满足 于 Gamma 论断 的 真实 性 是 
“容易 看 出 ”的 ([1932], 英 译本 ,第 292 页 )。 
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EX d 

KAPPA. 证 明 中 有 一 种 无 穷 回归 (infinite regress) 现象; 故 证 
明 并 不 行 其 证 明之 实 。 你 要 看 清楚 ,证 明 是 一 种 游戏 ,你 有 兴致 ,就 
mm NAT ETE. 

EPSILON: 不 ,这 不 是 游戏 ,是 件 严肃 的 工作 。 平 常 的 真 引 理 
可 以 阻止 无 穷 同 归 ,它们 不 需要 转变 为 条 件 。 

GAMMA: 正 合 我 意 。 平 常 的 真 的 原理 可 证 的 引 理 , 我 们 并 不 
将 它们 转变 为 条 件 。 之 前 已 具体 指出 的 引 理 一 一 或 许 是 得 这 些 平常 
的 真 的 原理 之 助 一 一 可 证 的 引 理 ,我 们 也 不 将 它们 并 人 。 

ALPHA: 同意 ! 我 们 已 将 两 条 非 平常 的 引 理 变 为 条 件 后 , 便 可 
于 此 时 停止 改进 我 们 的 猜想 。 事 实 上 ,我 确 以 为 ,这 种 靠 引 理 并 人 的 
改进 方法 ,是 无 臣 症 的 。 对 我 来 说 , 它 不 但 改进 ,并 且 完 郑 猜 想 。 我 
从 中 学 到 的 重要 道理 是 : 断言 “证 明 题 ?的 最 后 目标 不 是 说 明 某 个 
清晰 表述 的 主张 为 真 , 便 是 说 明 其 为 假 ”?, 这 是 不 对 的 。“ 证 明 题 ” 
的 真正 目标 应 是 去 改 间 一 一 实际 上 ,是 完善 一 -原始 的 “ 眉 办 的 ” 
F ,使 其 成 为 一 个 名 副 其 实 的 “ 忽 更 ”。 

我 们 的 素 朴 猪 想 是 “所 有 的 多 面体 皆 为 欧 拉 多 面体 ”。 

怪物 排除 法 保卫 这 个 素 朴 猜想 ,方法 是 重新 解释 其 语词 ,使 得 我 
们 最 后 有 一 个 怪物 排除 定理 ,“ 所 有 多 面体 和 丝 为 欧 拉 多 面体 ”不 过 ， 
虽然 怪物 排除 定理 的 语言 表述 与 素 朴 猜想 一 个 样 , 背 后 却 靠 语词 意 
义 的 鬼 鬼 崇 崇 的 变换 ,把 实质 的 改进 隐藏 起 来 。 

例外 排除 法 引进 了 一 个 确 与 论证 无 关 的 元 素 : E. WAHR 
息 理 是 :“ 所 有 凸 多 面体 都 是 欧 拉 多 面体 。” 

引 理 并 入 法 取决 于 论据 一 一 即 证 明 一 一 而 不 取决 于 其 他 。 它 实 
Vi EAFIEBLE ATE T 7| BIEAGEBPID LU BOR IR ens il 9 E 
面体 都 是 欧 拉 多 面体 。” 


© 波 利 亚 ([1945], 第 142 页 )。 


。 40° WEASAR 


这 表明 (现在 我 使 用 证明” 一 词 的 传统 含义 ) ,人们 并 不 证 明 其 
欲 着 手 证 明 者 。 所 以 ,没有 一 个 证 明 应 以 这 样 的 字眼 结尾 :证 毕 
(Quod erat demonstrandum)®,” 

BETA: 有 人 说 ,在 发 现 的 顺序 中 ,定理 先 于 证 明 :“ 在 证 明 一 条 
数学 定理 前 ,你 得 先 猜 出 它 ,” 其 他 人 否定 之 ,并 称 , 发 现 的 进程 是 从 
一 组 指定 前 提 得 出 结论 ,以 及 注意 到 有 趣 的 结论 一 一 如 果 你 足够 幸 
运 , 能 找到 的 话 。 或 者 ,用 我 一 个 朋友 的 令 人 愉快 的 比喻 来 说 ,有 的 
人 说 在 演绎 的 结构 中 , 探 试 法 之 “拉链 ”由 下 而 上 拉 , 由 底 一 一 结 
论 一 一 而 至 顶 一 一 诸 前 提 @, 其 他 人 则 说 其 由 上 而 下 拉 , 由 顶 而 至 
底 。 你 站 在 哪 一 边 呢 ? 

ALPHA: 你 的 比喻 对 探 试 法 无 效 。 发 现 并 不 朝 上 走 或 朝 下 走 ， 
TIERE RE TIER: 它 受到 反例 的 刺激 后 , 便 从 素 朴 猜 
想 移 到 前 提 处 ,接着 再 转 回 来 删 去 素 朴 猜想 ,而 代 之 以 定理 。 素 朴 猜 
想 与 反例 并 不 出 现在 成 熟 的 演绎 结构 中 : 发 现 的 蚁 猎 曲 折 的 路 线 在 
成 品 中 岂可 辨 出 。 

老师 : 妙 哉 斯 言 。 不 过 我 们 要 加 上 点 补充 , 以 示 提 醒 。 定 理 并 
不 点 十 不 同 于 素 村 猜想 。 我 们 不 一 定 需 要 以 证 明 来 改进 。 如 果 证 
明 思想 发 现 了 素 朴 猜想 的 未 曾 料 及 的 方面 ,而 这 些 方面 接着 出 现在 
定理 中 ,证 明 便 起 改进 之 功 。 但 在 成 融 的 理论 中 ,情况 便 可 能 不 是 
这 样 。 当 然 , 这 确实 是 年 轻 的 、 发 展 内 扩 理 论 的 情况 。 发 现 与 核 正 、 
改进 与 证 明 的 相互 纠缠 主要 是 后 一 种 理论 的 特征 。 

KAPPA| 旁白 ]: 成 熟 的 理论 可 以 恢复 活力 。 发 现 永远 要 取代 
核 正 ,此 大 势 所 趋 也 。 | 

SIGMA: 这 一 分 类 法 与 我 的 不 谋 而 合 ! 我 的 第 一 种 命题 是 成 
熟 型 ,第 三 种 命题 是 发 展 型 的 …… 


D 最 后 这 名 话 出 自 艾 丽 丝 。 安 布 罗斯 (Alice Ambrose) 的 趣 文 ([1959] ,第 438 页 ) 。 
© “参见 第 5 页 脚注 中 “拉链 ” 的 比喻 是 B. 布 莱 恩 怀特 发 明 的 ;然而 ,他 只 谈 及 
“逻辑 的 "和 “认识 论 的 ”拉链 ,而 未 谈 及 “ 探 试 法 的 ?拉链 ([1953], 尤 其 是 在 第 352 WD. 
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GAMMA[ /TIrfit |: 定理 是 错 的 ! 我 发 现 它 的 一 个 反例 了 。 


S. 全 局 而 非 局 部 的 反例 对 证 明 分 析 的 批评 。 严 格 
性 的 问题 
= (a) 守 御 定理 的 怪物 排除 


GAMMA: 我 刚 发 现 我 的 友 舅 5, 也 就 是 圆柱 , 既 驱 倒 了 素 朴 猜 
想 ,又 驶 倒 了 定理 。 它 虽 满 足 两 条 引 理 , 却 是 非 欧 拉 多 面体 。 

ALPHA: 亲爱 的 Gamma, 不 要 变 成 狂想 而 古怪 的 人 了 。 圆 柱 
不 过 是 开 个 玩笑 ,不 是 什么 反例 。 没 有 哪个 严肃 的 数学 家 会 把 圆柱 
当成 多 面体 。 

GAMMA: 为 何 你 不 抗议 我 的 反例 3, 也 就 是 海胆 ? 它 不 比 我 的 
圆柱 “古怪 ? 吗 9? 雾 计 ,你 在 花 羡 素 朴 猜想 ,所 以 你 当然 欢迎 反 驱 。 
Jk MESTE, UBER TI AEST EHE BE AI o0 , HIR 
问 : AR T fH A BIER? 现在 你 的 问题 是 : KAT THAI LE? 

DELTA : Alpha, 你 业已 变 成 怪物 排除 者 了 ! 你 不 觉得 难堪 吗 @? 


5(b) 隐 藏 引 理 


ALPHA: 是 觉得 难堪 。 我 好 像 上 有些 鲁莽 了 。 我 来 想 一 想 。 反 
鲍 肥 3 乞 可 能 型 态 。 我 们 已 讨论 了 第 一 天 ,局 部 而 非 全 局 的 一 一 它 
FBEBTBEHRO,. AH , 既 为 全 局 又 为 局 部 的 反例 ,不 需要 采取 
任何 行动 : 它 离 驶 倒 定理 远 着 呢 , 它 支持 其 有 效 性 。 现 在 或 许 存 在 


中 ”海胆 与 圆柱 均 在 前 文 讨论 过 了 ,第 13 页 和 第 28 一 29 页 。 . 

@” 守 御 定 理 的 怪物 排除 是 非 形式 数学 里 的 重要 模式 :“ 使 欧 拉 公式 失效 的 例子 有 什 
么 问题 ? 为 确保 欧 拉 公 式 的 有 效 性 ,要 用 哪些 几何 条 件 使 下 .V、E 的 意义 更 为 精确 ?”( 波 
利 亚 [1954], 第 1 卷 ,习题 29)。 圆 柱 是 习题 24 里 举 的 例 。 答 案 是 :“…… 楼 …… 应 终止 于 
角 上 ……”( 第 225 页 )。 波 利 亚 将 这 话 推 而 广 之 ,“ 数 学 研究 中 不 乏 此 一 局 面 : 定理 虽 已 定 
型 ,而 我 们 却 还 得 赋 给 语词 更 精确 的 意义 ,使 定理 严格 正确 "(第 55 页 )。 

© 定 域 而 非 全 局 的 反例 在 第 5 一 8 页 有 所 讨论 。 
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得 这 有 什么 可 能 。 如 今 Gamma 声称 圆柱 是 其 中 之 一 。 若 我 们 不 想 
斥 其 为 怪物 而 拒绝 接受 ,我 们 不 得 不 承认 , 它 是 一 个 全 局 的 反例 : 
V—E+F=1, 但 它 不 属于 没有 妨害 的 第 二 种 吗 ? 我 敢 肯 定 它 至 
少 不 满 足 一 条 引 理 。 

GAMMA: 我 们 来 查验 一 下 。 它 自然 满足 第 一 引 理 : 如 果 我 移 
去 底面 ,我 可 轻易 在 黑板 上 平 铺 拉 伸 余 下 的 部 分 。. 

ALPHA: 可 假使 你 碰巧 移 去 了 侧面 ,这 圆柱 便 一 分 为 二 了 ! 

GAMMA: 那么 又 怎样 ? 第 一 引 理 要 求 多 面体 是 “简单 的 ”, 即 是 
说 ， 在 移 去 一 面 后 , 它 可 平 铺 拉 伸 在 一 平面 上 ”。 即 使 你 先 移 去 侧面 ， 
圆柱 仍 满足 这 要 求 。 你 所 说 的 ,是 圆柱 应 当 满 足 一 条 尽 加 扒 引 理 ， 
MERKT ER ZERO E B SEES. np ERR RETZ EN 

ALPHA: AARE FARM RER NET BAHR 
fpi" CPR RATÉ RE FRA SEE, 因为 
Epsilon 证 明 它 可 由 第 一 引 理 推出 2。 可 只 管 看 一 看 那 证 明 吧 : 它 是 
依 于 这 条 假设 而 成 立 的 : 平 铺 拉 伸 的 结果 是 送 透 拟 网 状 结构 ! 否则 
对 于 三 角形 化 的 网 状 结构 来 说 ,V 一 十 下 便 不 会 是 1, 

GAMMA: 你 那 时 何不 坚持 把 它 留 挡 航 说 出 来 ? 

ALPHA: 因为 我 们 都 当 它 是 默认 地 陈述 过 了 。 

GAMMA: 你 ,就 你 自己 而 言 ,绝对 没有 如 此 以 为 。 因 为 你 曾 提 
议 说 ,用 "简单 的 ”代表 “可 吹 胀 成 一 个 球 2”@。 圆 柱 能 吹 胀 成 一 个 
球 一 一 所 以 照 着 任 扩 解释 , 它 便 移 是 符合 第 一 引 理 的 。 

ALPHA; 哦 …… 但 是 你 必须 同意 它 下 满足 第 二 引 理 , 即 , “大 
EEH PRÉ AT UE, FRET". ER EAZ AKAN 
这 个 圆 或 这 个 侧面 呢 ? 这 些 面 是 单 连通 的 吗 ? 

GAMMA: 它们 当然 是 的 。 
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ALPHA: 但 在 圆柱 上 根本 画 不 出 对 角 线 ! 对 角 线 是 一 条 棱 , 连 
接着 两 个 不 相 邻 的 顶点 。 但 你 的 圆柱 连 顶 点 都 没有 ! | 

GAMMA: 不 要 灰心 丧气 。 如 果 你 想 说 明 圆 不 是 单 连通 的 , 便 
画 一 条 造 不 出 新 面 的 对 角 线 来 瞧 瞧 。 

ALPHA: 开 什 么 玩笑 ;你 知道 得 很 清楚 ,我 画 不 出 。 

GAMMA: 那么 ,你 愿意 承认 ，“ 圆 有 一 条 对 角 线 ,这 条 线 不 产生 
新 面 ” 是 链 误 的 说 法 吗 ? 

ALPHA: 不 错 ,我 愿意 。 看 你 现在 又 要 搞 什么 名 堂 。 

GAMMA: 那么 你 便 注定 要 承认 它 的 否定 式 为 真 了 , 即 ,“ 圆 的 
所 有 对 角 线 都 产生 新 面 ”, 或 者 说 ,“ 贺 是 单 连通 的 ”。 

ALPHA; 对 于 你 的 引 理 :“ 圆 的 所 有 对 角 线 都 产生 新 面 ”, 你 却 给 不 
出 狠 子 一 一 所 以 它 是 非 丰 的 ,是 无 羽 义 可 言 。 你 的 真理 观 是 错误 的 。 

KAPPA[ 2477 ]: 开始 他 们 争论 多 面体 是 什么 ,现在 又 争论 真理 
是 什么 21 

GAMMA; 可 你 已 经 承认 过 这 条 引 理 的 否定 式 是 错误 的 ! 难道 
能 说 命题 A 无 意义 ,而 命题 非 A 是 有 意义 且 假 吗 ? 你 的 意义 观 真是 
BUTE! 

听 清 楚 了 ,我 知道 你 的 问题 出 在 哪儿 ;但 我 们 若 稍微 地 改 一 改 表 
述 , 便 可 克服 你 的 困难 。 当 且 仅 当 “ 硼 一 妃 z, 者 xz 2-ZUN 8. 
各 烙 一 个 历 一 分 为 二 ”成 立时 ,我 们 便 称 此 面 为 单 连通 的 。 圆 与 
侧面 都 不 能 有 对 角 线 ,所 以 ,以 它们 而 论 ,不 管 z 是 什么 ,前 件 总 为 
假 。 故 条 件 句 可 由 任意 对 象 例证 之 , 既 有 意义 又 为 真 。 换 言 之 , 圆 与 
侧面 均 是 单 连通 的 一 一 圆柱 满足 第 二 引 理 。 

ALPHA: 不 对 ! 若 你 画 不 出 对 角 线 , 因而 不 能 三 角形 化 它 的 
面 ,你 便 永远 得 不 到 平面 三 角形 化 网 状 结构 ,你 要 完成 证 明 亦 永 不 可 
能 。 那 么 ,你 又 怎么 能 说 圆柱 满足 第 二 引 理 ? 你 没 看 见 , 引 理 中 必 


(D Gamma SAR BR Ji 19 世纪 一 大 创举 。 其 问题 背景 (problem-background) 
至 今 不 明 。 
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A —TáÁEAEIEIBARI Wy? 面 的 单 连通 性 的 正确 解释 必须 是 这 样 : 
x, rx ERAR W x TE o HELD 
在 一 个 z, ER ANGE RNA RER EVER EU ULTRA AA 
HAE ARIANE P RE RENT. BEA (il 
AP SEV E AU, BRL RP CRT BIÈRE. 

GAMMA: 你 首先 修改 了 平 铺 拉 伸 的 引 理 ,手段 是 引进 “连通 
性 ”, 现 在 又 要 对 三 角形 化 的 引 理 做 手脚 了 ,而 手段 是 引进 你 的 表示 
存在 的 分 句 ! 所 有 这 些 关 于 “隐藏 假设 ”的 通 词 只 不 过 是 掩饰 了 一 个 
事实 : 我 的 圆柱 迫使 你 发 明了 这 些 改动 。 | 

ALPHA: 何尝 有 什么 遂 词 ? 我 们 已 同意 省 略 或 即 “ 隐 藏 "平常 
的 真 引 理 2。 为 何 我 们 接着 便 应 该 陈述 及 并 人 平常 的 假 引 理 一 一 它 
们 之 平常 , 丝毫 不 亚 于 它们 之 无 聊 ! 把 它们 闽 在 你 的 心里 (en 
成 ye) 吧 , 休 要 说 出 来 。 隐 藏 引 理 并 不 是 错误 : 它 是 在 精明 而 简略 
地 指向 我 们 的 背景 知识 。 

KAPPA[ FA ]: 背景 知识 嘛 ,不 过 是 让 我 们 在 里 面 假设 我 们 无 
所 不 知 ,事实 上 却 一 无 所 知 3。 


D “ 欧 几 里 得 …… 应 用 了 一 条 他 全 未 意识 到 的 公理 ”( 罗 素 [1903], 第 407 WDR 
[sic RE MER PRE RME HE. MAÉ (Gamow) 对 柯 西 证 明 的 讨论 
([19531, 第 56 页 ) 或 伊 夫 斯 (Eves) 和 纽 森 姆 (Newsom) 对 欧 几 里 得 的 讨论 ([1958], 第 
84 页 )。 

© 见 第 38—39 页 。 

® 非 形式 数学 的 优秀 教科 书 通常 会 具体 指出 它们 的 “简略 表达 ”项 目 , 也 就 是 它们 
认为 平常 得 不 值 一 提 的 或 真 或 假 的 引 理 。 对 此 的 标准 表述 是 “我 们 假定 读者 杂 悉 xz 型 引 
理 ”。 随 着 批评 使 背景 知识 转化 为 知识 ， 假定 别人 熟悉 的 分 量 便 随 之 减少 。 比 如 , 柯 西 竞 
AUR fb 0 4 3E [ 1821] BE TEE AO RR 。 任何 反例 ,只 要 明白 公开 地 表述 出 
有 关 无 理 数 性 质 的 引 理 ,他 都 会 当 作 怪物 拒绝 。 维尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 及 其 学 派 不 
复 如 此 ,所 以 , 非 形式 数学 教科 书 现在 新 腑 了 一 章 讲 实数 理论 ,其 中 收集 了 这 些 引 理 。 但 
ix HUE ROGERS RÉ RER ZEN. (例如 , 见 哈 代 《 纯 数学 》 第 2 版 
[1914] 及 以 后 各 版 。 初版 依然 把 实数 理论 归 为 背景 知识 ;或 见 鲁 本 (Rudin)[1953]。) 更 严 
格 的 教科 书 再 进一步 缩小 了 背景 知识 范围 。 月 道 CLandau) 在 其 有 名 的 [1930] 引 言 里 假定 
Ud FRGEEBIMEEmA ST. JUNE, 正在 同一 时 间 , 塔 斯 基 表明 了 朗 道 那样 略 去 的 
绝对 平常 的 引 理 , 可 能 不 但 为 假 ,而 且 相互 不 一 致 -一 德语 是 语义 封闭 的 语言 。 让 人 好 奇 
的 是 ,究竟 “作者 坦承 自己 对 > 领域 无 知 " 何 时 方 取代 一 副 权威 气派 的 婉 辞 “作者 假定 人 人 
熟悉 x SL”. 肯定 只 有 到 承认 知识 并 无 基础 之 时 才 行 。 
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GAMMA. 如 果 当 初 你 要 做 出 有 意识 的 假设 ,会 做 出 这 样 两 条 : 
(a) 移 去 一 面 后 总 是 得 到 一 个 连通 的 网 状 结构 ,以 及 (b) 任意 非 三 
角形 化 的 面 皆 能 用 对 角 线 分 割 为 三 角形 。 当 它们 还 在 你 的 朵 音 识 
中 时 ,它们 是 列 为 更 党 为 起 的 一 类 的 一 一 然而 ,圆柱 逼 它们 往 你 的 
存 意 次 入 清单 里 翻 筋 斗 ,要 成 为 更 党 为 乱 的 一 类 。 圆 柱 向 你 挑战 
前 ,你 甚至 无 法 想象 这 两 条 引 理 都 是 错 的 。 如 果 你 现在 说 你 想到 过 ， 
:你 便 是 在 纂 改 历 史 , 洗刷 其 错误 @。 

THETA: 不 久 前 ,Alpha, 对 于 Delta 每 回 遭 驳 后 其 定义 中 便 有 
突然 冒 出 的 “隐藏 ”的 分 句 ,你 还 奚落 不 已 。 如 今 却 是 你 于 每 回 遭 驱 
后 便 在 引 理 中 编造 “隐藏 ”分 句 , 却 是 你 在 转移 话题 , 想 努 力 掩饰 你 的 


D ” 当 隐 藏 引 理 初 次 发 现时 , 它 被 视 为 错误 的 。 当 贝克 尔 初次 指出 柯 西 证 明 ( 他 引用 
的 是 巴 策 尔 L1862] 的 二 竹 证 明 ) 中 的 一 个 “隐藏 "(stillschweigend) 假 设 时 ,他 称 其 为 “ 错 
误 ”([1869a] ,第 67—68 页 )。 他 提请 大 家 注意 , 柯 西 认为 记 肥 多 面体 都 是 简单 的 : 柯 西 的 
引 理 不 但 是 隐藏 的 ,而 且 是 错误 的 。 然 而 ,历史 学 家 无 法 想象 伟大 的 数学 家 会 犯 这 样 的 错 
误 。 在 席 加 莱 [1908] 里 可 以 找到 名 副 其 实 的 伪造 历史 的 手段 ,“ 不 严格 的 证 明 什么 也 算 不 
上 。 我 以 为 没有 人 会 对 这 个 真理 提出 异议 。 但 是 ,如 果 完 全 从 字面 理解 ,一 字 不 放 , 我 们 便 
一 定 会 得 出 这 样 的 结论 ,如 1820 年 前 没有 数学 ; 这 显然 是 过 头 了 ; 那 时 代 的 几何 学 家 是 随意 
地 理解 我 们 要 长 篇 大 论 才 可 解释 的 道理 。 这 不 等 于 说 他 们 根本 不 懂 ; 他 们 飞 也 似 地 就 略 过 
去 了 ,而 且 , 要 慌 透 还 需 费 饶舌 之 苦 。”( 第 374 页 ) 贝 克 尔 谈 柯 西 “ 错 误 ” 的 报告 必得 “1984-wise” 
改写 “doubleplusungood refs unerrors rewrite fullwise" CHI F EA), E . HERE Steinitz) 
做 了 改写 工作 ,他 坚持 说 ,“ 欧 拉 定理 并 非 普 凯 有 效 是 不 可 能 始终 无 人 察觉 的 >([1914 一 1931]， 
第 20 页 )。 庞 加 莱 本 人 也 把 他 的 手段 应 用 于 欧 拉 定理 :“ 大 家 知道 , 欧 拉 曾 证 明了 ,对 于 她 多 面 
体 有 V 一 E+F == 2”([1893]) 一 一 欧 拉 当 然 是 对 万 让 多 面体 陈述 他 的 定理 的 。 

FERE : “1984-wise” 5“doubleplusungood refs unerrors rewrite fullwise” 是 仿照 英 国 小 
说 家 乔治 。 奥 威 尔 (George Orwell, 1903—1950) 之 名 著 《1984》 中 的 新 话 原则 (the 
Principles of Newspeak) 写 的 。 其 书 附 录 即 “新 话 的 原则 ”专门 介绍 小 说 中 大 洋 
《Occeania) 的 规定 语言 。 大 洋 国 即 奥 威 尔 氏 假想 之 国 , 乃 一 极权 主义 之 乌托邦 。 其 书 附录 写 
道 :“ 新 话 者 ,大 洋 国 之 官方 语言 ,其 所 以 发 明 是 为 了 满足 英 社 (英国 社会 主义 ) 之 意识 形态 需 
要 。…… 形 容 词 之 形成 ,在 名 词 兼 动词 之 词 后 加 -ful 后 缀 ;副词 之 形成 ,加 -wise ER, ne 任 
意 单词 …… 若 表 否 定 意 , 则 加 前 缀 un-; 若 表 加 强 意 , 则 加 前 缀 plus-; 若 更 进一步 强调 , 则 加 前 
3i doubleplus……-”(《1984》, 第 237 页 以 下 ,Penguin Books Ltd, 1954 年 版 ,1987 年 印 )。 拉 卡 
托 斯 此 处 所 写 之 句 , 实 是 模仿 (19843 第 一 部 分 第 四 章 的 这 名 话 :“. .. doubleplusungood refs 
unpersons rewrite fullwise .. .”( 同 上 书 , 第 33 页 及 第 38 m) , 奥 戚 尔 氏 以 现代 英语 自 PN. 
“...is extremely unsatisfactory and makes references to nom-existent persons Rewrite it in 
full... C 极为 不 妥 , 因 其 提 到 不 存在 的 人 。 全 部 重 写 …… )”( 同 上 书 ,第 38 页 ) 故 拉 卡 托 
斯 之 “1984-wise”, 即 “1984 式 地 ”之 意 ; 其 “doubleplusungood refs unerrors rewrite fullwise”, Bp 
“极为 不 妥 , 因 其 提 到 不 存在 的 错误 。 全 部 重 写 ” 之 意 。 
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所 作 所 为 以 保全 脸面 了 。 你 不 觉得 窘迫 不 安 吗 ? 

KAPPA; 没有 比 走投无路 的 教条 主义 者 更 能 逗 我 开心 的 了 。 
Alpha 穿 上 了 好 战 的 怀疑 主义 者 的 礼 袍 , 便 去 裔 谤 教条 主义 较 次 要 
的 一 支 , 而 侯 反 过 来 被 同样 的 怀疑 主义 论点 台 至 绝路 时 ,他 便 发 狂 
了 。 他 现在 又 反复 无 常 : 他 努力 地 抵抗 Gamma 的 反例 ,首先 是 用 他 
自己 揭发 出 来 而 禁止 使 用 的 防守 机 制 (怪物 排除 ) ,随后 又 把 后 备 的 
“隐藏 引 理 ” 偷 运 到 证 明 中 ,把 相应 的 “隐藏 条 件 ” 偷 运 到 定理 中 。 这 
与 别人 又 有 什么 区 别 呢 ? 

老师 : Alpha 的 麻烦 , 自然 在 于 他 解释 引 理 并 人 时 转向 了 教条 
主义 。 他 以 为 对 证 明 的 仔细 检查 可 以 得 到 完美 的 证 明 分 析 , 可 使 后 
者 包含 所 有 的 错误 引 理 (正如 Beta BUS ft BE DICT ZI 9 AAN. d 
以 为 ,他 并 入 它们 后 ,所 得 到 的 不 但 是 改进 后 的 定理 ,并 且 是 完 糯 化 
的 定理 9 EHE T Be AKARE., 圆柱 已 表明 他 错 了 ,可 是 ， 
他 非但 不 认 账 ,如 若 一 个 证 明 分 析 包 含 所 有 相关 的 错误 引 理 的 话 , 他 
现在 还 要 称 其 为 完备 的 。 

EF (c) — Ù & Ux TA 

GAMMA: 我 提议 ,还 是 接受 圆柱 作为 定理 名 副 其 实 的 反例 。 
我 来 发 明 一 条 可 以 被 它 驶 倒 的 新 引 理 (或 说 一 些 引 理 ) ,然后 把 引 理 
加 到 原来 的 清单 里 。 这 当然 严格 地 讲 是 Alpha 做 的 事 。 不 过 ,我 要 
把 它们 公开 宣告 出 来 ,而 不 是 把 它们 隐藏 起 来 ,让 它们 变 成 隐藏 的 。 

站 在 老 证 明 分 析 和 相应 的 老 定理 的 立场 上 说 ,圆柱 是 费解 ,危险 
的 全 局 而 非 局 部 的 反例 (第 三 种 ) ,现在 ,站 在 新 证 明 分 析 和 相应 的 新 
定理 的 立场 上 说 ,圆柱 便 是 无 妨害 的 全 局 灸 局 部 的 反例 (第 二 种 ) 了 。 

Alpha 以 为 ,他 的 反例 分 类 法 是 不 容 置疑 的 一 一 可 事实 上 , 它 是 
相对 于 他 的 证 明 分 析 的 。 证 明 分 析 在 发 展 过 程 中 ,第 三 种 的 反例 便 
转 而 成 为 第 二 种 的 反例 。 


© 见 第 27 页 。 
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LAMBDA: 言 之 有 理 。 当 且 仅 当 相 应 的 数学 定理 没有 “第 三 
种 ”反例 时 ,证 明 分 析 才 是 “严格 的 ”或 “有 效 的 ”, 而 此 定理 方 为 真 。 
这 个 标准 ,我 称 为 户 夭 任 芍 内 原 现 ,因为 它 要 求全 局 反例 同时 亦 是 
局 部 的 : 虚假 性 应 当 从 素 朴 猜想 转送 到 引 理 上 ,从 定理 的 后 项 转送 
到 其 前 项 上 。 如 果 一 个 全 局 而 非 局 部 的 反例 违反 了 此 一 原理 ,我 们 
便 为 证 明 分 析 加 上 一 条 适当 的 引 理 来 复原 它 。 所 以 对 你 于 发 生态 
(in statu nascendi ) 的 证 明 分 析 来 说 ,虚假 性 转送 原理 是 一 条 净 芳 人 糙 
原理 ,全 局 而 非 局 部 的 反例 是 证 明 分 析 之 发 展 中 的 发 酵 剂 。 

GAMMA: 要 记得 ,即使 在 一 个 反 驶 都 没 找到 之 前 ,我 们 已 成 功 
HIET 3 条 可 疑 引 理 , 开 始 着 手 证 明 分 析 了 ! 

LAMBDA: 所 言 其 是。 证 明 分 析 不 但 在 全 局 反例 的 压力 下 畅 
行 无 阻 , 旦 在 人 们 已 学 会 警惕 “ 令 人 信服 ”的 证 明 时 亦 如 此 @。 

-PRUT ,所 有 全 局 反例 都 表现 为 第 三 种 反例 ,而 所 有 引 
理 都 以 “隐藏 引 理 ” 的 身份 开始 其 进程 的 。 这 些 反例 指引 我 们 逐步 建 
立 证 明 分 析 , 它 们 也 就 一 个 一 个 地 转化 为 第 二 种 反例 。 

语 一 黎 人 篇 交 下 一 一 些 时 我 们 已 抱 持 着 怀疑 的 态度 ,留心 防备 反 
驳 了 一 一 我 们 可 以 达到 不 带 反 例 的 高 级 证 明 分 析 处 。 于 是 便 有 两 种 
Hf8E. AFAR BEBE 是 我 们 一 一 通过 局 部 反例 一 一 成 功 地 驶 倒 我 们 
的 证 明 分 析 中 列 出 的 引 理 。 我 们 便 彻底 发 现 这 些 反例 亦 为 全 局 的 。 

ALPHA; 这 便 是 我 怎样 发 现 画 框 的 过 程 : 先 去 寻找 一 个 多 面 
体 , 它 在 移 去 一 面 后 ,不 能 平 铺 拉 伸 在 一 个 平面 上 。 

SIGMA: 那么 ,不 但 反 驶 是 证 明 分 析 的 发 酵 剂 ,并 且 证 明 分 析 亦 是 
反驳 的 发 醉 剂 了 ! 貌似 敌对 的 双方 之 间 , 竟 存在 这 样 一 个 芒 雇 的 联盟 ! 

LAMBDA: 言 之 有 理 。 若 猜想 看 起 来 十 分 可 行 或 其 至 是 自明 


D 这 个 班 的 水 平 相当 高 一 一 全 局 反例 尚未 出 现 ,Alpha、Beta、Gamma 就 怀疑 起 3 条 
引 理 了 。 在 实际 的 历史 中 ,证 明 分 析 好 几 十 年 后 才 到 来 : 很 长 一 段 时 期 里 ,反例 不 是 被 当 
成 怪物 隐 上 起 来 或 驱赶 出 去 ,就 是 被 列 为 例外 。 从 全 局 反例 转向 证 明 分 析 的 探 试 进 
程 一 一 虚假 性 转送 原理 的 应 用 一 一 实际 上 在 19 世纪 早期 的 非 形 式 数学 里 是 不 为 人 知 的 。 
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的 , 便 理应 将 它 证 明 : 人 们 也 许 发 现 其 依赖 于 十 分 繁杂 而 可 疑 的 引 
理 。 矣 倒 这 些 引 理 便 可 能 引出 对 于 原 猜想 的 某 个 始 料 未 及 的 反驳 。 

SIGMA. üEHH fii ^E B5 c EE! 

GAMMA: 3X AUi, "3E $8 WEB I Tf b REI TE CUR vr fei DE 
唤起 了 怀疑 ”了 。 

LAMBDA; 不 过 , 且 回 到 第 二 种 可 能 性 上 : 我 们 没有 发 现任 何 
反 驶 受 怀疑 的 引 理 的 局 部 反例 。 

SIGMA: 等 于 说 , 反 驶 没有 助 证 明 分 析 一 辟 之 力 ! 此 时 会 发 生 什么 ? 

LAMBDA: 我 们 会 被 烙 上 古怪 的 臭名 。 证 明 会 博得 彻底 的 尊 
敬 , 引 理会 摆脱 怀疑 。 我 们 的 证 明 分 析 不 久 就 会 遭 人 遗忘 Ee。 没有 


© HG。. 福 德尔 (H. G. Forder)[1927],%5 vii WE, 或 者 说 ;“ 证 明 的 -一 大 优点 是 它们 逐 
渐 灌 输 对 于 已 证 结果 的 某 种 怀疑 主义 .”( 罗 素 [1903], 第 360 页 。 他 亦 举 了 一 个 绝妙 的 例子 。) 

© 众所周知 , 藩 评 可 以 使 怀疑“ 先 验 真理 ”, 甚 至 最 后 将 其 驳 倒 ,从 而 使 证 好 沦 为 
DUX FURÉSERE 。 至 于 移 乏 苍 评 或 反 用 可 以 将 似乎 不 合 情 理 的 猜想 转化 成 < 先 验 真理 ”, 从 
而 使 试探 性 的 解释 转化 为 证 明 , 这 就 不 太 为 人 所 知 了 ,但 是 同样 重要 。 这 种 模式 的 两 大 事 
例 便 是 欧 几 里 得 和 牛顿 的 兴衰 。 衰落 的 故事 尽 人 皆 知 ,但 兴起 的 故事 通常 都 是 误 传 的 。 

慨 几 辕 得 几何 像 是 作为 一 种 宇宙 论 提 出 来 的 (参见 波 普尔 [1952], 第 187—189 页 ) 。 
他 的 “公设 ”和 “公理 ”( 或 称 “ 公 见 ”) 当初 是 大 胆 而 挑 几 的 命题 ,他 们 向 巴 门 尼 德 
〈Parmenides) 和 芝 诺 (Zeno) 宣 战 一 一 据 此 两 者 的 学 说 ,这 些 “ 公 设 ” 厅 但 是 假 的 ,甚至 是 逻 
辑 上 为 假 ,不 可 思议 的 。 事 过 多 时 ,“ 公 设 ” 才 被 认为 毋庸 置疑 地 真 ,大 胆 的 反 巴 门 尼 德 < 公 
理 ” 如 “整体 大 于 部 分 ”) 才 被 视 为 平常 的 ,以 致 日 后 的 证 明 分 析 略 而 不 提 , 转 化 成 了 “隐藏 
引 理 ”。 这 个 过 程 始 于 亚 里 土 多 德 : 他 给 芝 诺 烙 上 了 “好 辩 的 怪人 ”的 臭名 , 称 其 论证 为 
“诡辩 ”。 萨 博 最 近 以 读 来 激动 人 心 的 细节 披露 了 这 一 历程 ([1960], 第 65—84 页 ) 。 萨博 
说 明 , 在 欧 几 里 得 时 代 , “公理 ”一 词 一 一 如 “公设 ”一 一 是 指 批判 的 对 话 (dialectic) 中 的 一 
种 命题 ,要 由 推断 就 其 结果 进行 检验 ,并 不 走 已 被 讨论 者 承认 为 真 的 。 这 个 词 的 意思 刚好 
颠倒 了 ,真是 对 历史 的 讽刺 。 欧 几 里 得 的 权威 在 启蒙 时 期 盛 极 一 时 。 克 莱 洛 (Clairaut) 敦 
促 其 同行 不 要 陈述 明显 的 引 理 , 以免 “模糊 了 证 明 , 搞 烦 了 读者 ”: 欧 几 里 得 之 所 以 如 此 ， 
只 是 要 叫 “ 冥 奖 不 灵 的 诡辩 家 ”服气 ([1741], 第 x 页 和 第 xi 页 ) 。 

基 阁 的 力学 夭 绚 力 论 也 是 作为 大 胆 的 推测 提出 来 的 。 莱 布 尼 茨 嘲笑 之 ,并 称 其 为 “ 神 
秘 的 ”(occulb , 连 牛顿 自己 也 颇 感 怀疑 。 但 是 , 几 十 年 后 一 没有 反 辟 的 情况 下 -他 的 
公理 就 被 奉 为 金 科 玉 律 了 。 疑 点 被 遗忘 了 ,批评 被 烙 上 了 “古怪 ”之 名 , 若 还 不 至 于 “愚昧 ” 
的 话 ;他 的 一 些 最 可 疑 的 假定 被 视 为 平常 的 , 连 教 科 书 亦 从 不 提起 。 争 论 一 “从 康德 到 庞 
加 莱 一 一 不 再 是 关于 牛顿 理论 的 真实 性 , 却 是 关于 确实 性 的 本 质 了 。( 对 牛顿 理论 的 评价 
的 大 转弯 是 最 先 由 卡尔 。 波 普尔 指出 的 一 一 见 其 [1963a] 各 处 。) 

政治 意识 形态 与 科学 理论 的 类 似 是 远 比 一 般 的 理解 深 窒 的 ; 起 初 大 可 争论 的 政治 意 
识 形态 (可 能 只 是 强 扎 接受 的 ) ,仅仅 在 一 代 的 时 间 内 , 便 可 变 成 不 容 争辩 的 背景 知识 。 批 
评 者 被 遗忘 了 (也 许 被 处 决 了 ) ,直到 一 场 革命 爆发 ,他 们 的 异 见 才 重 见 天 日 。 
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反驳 ,人 们 不 能 维持 他 的 怀疑 : UEB PELIS ET, TE EA AC 
理 ” 的 异 光 下 是 几乎 不 曾 被 注意 过 的 ;怀疑 的 探照灯 昌 可 把 反驳 的 中 
心 光源 导向 这 些 被 忽略 的 方面 ,但 车 没有 反例 的 增援 ,探照灯 的 电源 
便 立 马 切 断 。 

所 有 这 些 都 说 明 ,不 能 把 一 个 证 明 与 多 个 反驳 放 人 分开 的 隔 间 
里 。 正 因为 如 此 ,我 提议 重新 命名 我 们 的 “3 更 大 人 装 ”, 而 叫 它 “ 一 
ELBE”. RAU 3 条 探 试 规则 来 陈述 其 要 领 ， 

HUM 1 KAR BIBEFAEERUS BEES. FAREI, 
FATF EMG BER CE BA ATO à PREE E DIC FF O) 
RIREREZ EEE DI EIU PAD. | 

HUM 2 ARLON, ER WIRE ERKENNEN IST 
FAT ER Je PHECBIM LE IRE, RME TIRER — B AEDE A. 
BER ELBE BORLAR C EAR REO, INTER BEN 
TEE TEO, TS LE. LEE 

ANUS bé — Ei EIE O, MR EE ERES -A 
Bil, ER UHS PTEE HAETAAN 2. 


& (d) 证 明 VS. 证 明 分 析 。 定 理 概 念 与 证 明 分 析 之 
严格 性 概念 的 相对 化 


ALPHA: RBAN 2 中 , 提 到 “合适 ”, 是 什么 意思 ? 
GAMMA; 那个 词 完 全 多 余 。 人 在 何 引 理 , 被 正在 讨论 的 反例 驭 
倒 后 , 皆 可 加 入 进去 一 一 因为 在 好 这 样 的 引 理 皆 复原 了 证 明 分 析 的 


D 这 条 规则 似乎 首次 由 P。L。 赛 德尔 (P. L Seidel) 陈 述 过 ([1847], 第 383 JD, 
见 后 文 ,第 147 页 。 

@ “我 有 权 提 出 满足 你 的 论据 条 件 的 任 一 例子 ,而 你 所 称 为 古怪 、 荡 雇 的 例子 ,我 很 
疑心 它们 事实 上 正 是 些 令 人 难堪 的 例子 ,是 对 你 的 定理 不 利 的 ,”(G，。 达 布 (G. Darboux) 
[1874b)) 

© “隐藏 引 理 的 贮藏 量 使 我 觉得 害怕 ,我 不 得 不 做 大 量 的 工作 才能 摆脱 它们 .>”(G « 
达 布 L1883 了 ]) 
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有 效 性 。 

LAMBDA: 什么 ! 这 样 说 , 像 *“ 所 有 多 面体 都 至 少 有 17 条 棱 ” 
一 样 的 引 理 也 要 考虑 对 付 圆 柱 的 责任 了 ! 并 且 其 他 任何 随手 抓 来 的 
随意 的 (ad hoc ) 猜 想 也 是 如 此 了 ,只 要 恰好 被 反例 驶 倒 。 

GAMMA: 难道 不 是 吗 ? 

LAMBDA: 我 们 已 批评 了 怪物 排除 者 与 例外 排除 者 ,说 他 们 忘 
记 了 证 明 不 管 0?。 现 在 你 是 在 搞 一 样 的 名 党 ,在 发 明 一 个 真正 的 怪 
物 : RA uS UE DA FPT À 你 和 怪物 排除 者 间 的 唯一 区 别 ,是 你 会 
让 Delta 把 他 任意 而 武断 的 定义 公开 明白 地 表述 出 来 ,并 将 它们 作 
为 引 理 并 入 定理 中 。 而 例外 排除 与 你 的 证 明 分 析 便 次 育 任 何 区 别 
了 。 要 抵御 这 样 的 随意 的 (ad hnoc ) 方 法 ,安全 措施 只 有 一 个 ,就 是 采 
用 个 进 朱 引 理 , 即 与 思想 实验 之 精神 一 致 的 引 理 ! 莫非 你 愿意 让 数 
学 失去 其 证 明之 美 ,而 代 之 以 愚蠢 的 形式 游戏 ? 

GAMMA: 这 也 比 你 的 “思想 实验 之 精神 ?好 ! 我 是 在 守卫 数学 
的 客观 性 ,以 抵御 你 的 心理 变态 。 

ALPHA: 谢谢 你 ,Lambda, 你 重申 了 我 的 论点 : 人 并 不 是 突然 
发 时 一 条 新 引 理 , 来 应 付 全 局 而 非 局 部 的 反例 ,而 是 细心 备至 地 检查 
证 明 ,并 就 地 发 更 引 理 。 所 以 ,亲爱 的 Theta, 我 并 不 曾 “ 编 造 隐 藏 ， 
引 理 ,亲爱 的 Kappa, RIT MEN] 6935 " A UEBH B. Xx — B] 
来 就 包含 在 证 明 里 一 一 只 是 一 位 成 熟 的 数学 家 从 简略 的 提纲 就 理解 
TENEH., SEC ADEL RI A8 89 uE HT 53 ERE HU UE DA 4) BT TE 
TR. BENEK UB £x HU REF EN BI DICTAE Sc UO BOB 
FA RER, FETTE , BERE E RENEE 
明 分 析 描 绘 出 了 这 类 柯 西 多 面体 的 边界 线 , 我 用 的 铅笔 一 一 我 得 承 
认 一 一 前 得 不 太 尖 。 现 在 古怪 的 反例 教 我 们 如 何 把 铅笔 前 尖 了 。 不 
过 第 一 ,没有 尔 件 绾 对 的 尖 ( 且 车 我 们 过 分 地 前 , 它 便 会 断 掉 ); 第 


O 见 第 26 页 及 第 33—34 页 。 
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Z, AREA FORE BEBE . 

GAMMA: 我 搞 得 云 里 雾 里 了 。 你 是 什 么 观点 ? 原先 你 是 个 
反驳 的 拥护 者 。 

ALPHA: 啊 , 我 的 成 长 的 痛楚 ! 成 熟 的 直 党 把 论争 打 除 至 
尽 了 。 

GAMMA: 你 第 一 次 成 熟 的 直觉 曾 把 你 引 至 你 的 “完美 的 证 明 
分 析 ” 处 。 你 曾经 还 以 为 你 的 “铅笔 ”是 绝对 尖 的 。 

ALPHA; 我 忘记 了 语言 交流 的 困难 一 一 特别 是 和 逊 夫 子 以 及 
怀疑 主义 者 交流 。 但 数学 的 心脏 究竟 是 思想 实验 一 一 证 明 。 它 的 语 
言 表述 一 一 证 明 分 析 一 一 对 交流 来 说 是 必需 的 ,但 无 关 大 局 。 我 对 
多 面体 感 兴趣 ,而 你 对 语言 感 兴趣 。 你 没 瞧 见 你 的 反例 的 贫乏 吗 ? 
它们 是 语言 性 质 的 ,不 是 多 面体 性 质 的 。 

GAMMA: 于 是 驶 倒 一 条 定理 就 仅仅 暴露 了 我 们 的 无 能 ,掌握 
不 了 定理 中 的 隐藏 引 理 ? 这样 一 来 , “定理” 岂非 无 意义 的 ,除非 我 们 
领悟 了 它 的 证 明 ? 

ALPHA: EA TEEN LE HB TI E 4 
又 让 定理 之 形成 成 为 一 个 无 穷 无 尽 的 过 程 ,我 们 又 何必 为 定理 烦心 ? 
职业 的 数学 家 当然 不 会 这 样 。 若 又 有 一 个 微不足道 的 “反例 ”产生 ， 
他 们 不 会 承认 他 们 的 定理 被 驶 倒 了 ,而 至 多 说 其 “有 效 域 ” 应 适当 
缩小 。 

LAMBDA; 这 么 说 ,你 的 兴趣 不 在 反例 上 ,不 在 证 明 分 析 上 , 亦 
不 在 引 理 并 人 上 ? 

ALPHA: 正 是 。 我 拒绝 你 的 所 有 规则 。 我 仅 提出 一 个 规则 代 
BR. EIG CRD TM 。 

LAMBDA. 4&4 8E ULUE UI A TAG EAR YE AT DL. WEM 
MEE ILE Ry? RATÉ EE RER HEERES E 
相 矛 盾 的 结果 ? 

ALPHA: 语言 虽 是 含混 的 ,思想 却 可 达 至 绝对 的 严格 性 。 
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LAMBDA; 可 是 ,其 实 “ 在 进化 的 每 一 阶段 ,我 们 的 先辈 们 不 也 
以 为 他 们 已 达 至 了 吗 ? 若 他 们 自己 骗 了 自己 ,我 们 难道 就 没有 同样 
地 自己 骗 自 己 ?”0 

ALPHA;“ 今 日 ,绝对 的 严格 性 业已 获得 ,”® 

[教室 里 发 出 吃 吃 的 筑 声 8。] 

GAMMA: 这 套 “ 水 唱 般 清楚 的 ”证 明之 理论 是 彻头彻尾 的 心理 
主义 @! 

ALPHA; 却 要 好 过 你 的 证 明 分 析 那 套 逻 辑 语言 学 的 迁 腐 
LFO! 

LAMBDA: 别 夹带 骂人 的 字眼 。 我 也 怀疑 你 的 数学 观 , 你 以 为 
“数学 是 一 套 本 质 上 不 用 语言 的 心灵 活动 >@。 活 动 怎 么 能 有 真 假 ? 
只 有 北 益 游 梦 乓 思想 才 能 够 探求 到 真理 。 光 有 证 明 尚 还 不 够 ; 我 们 
亦 必 须 说 出 证 明 所 要 证 的 是 什么 。 证 明 只 是 数学 家 工作 的 一 个 阶 


© BEim3&[1905],%% 214 页 。 

© 同上 书 ,第 216 页 .“ 证 明 严 格 性 ?标准 的 几 次 改变 引起 了 数学 中 的 几 次 主要 草 
命 。 毕 达 哥 拉 斯 派 (Pythagoreans) 主张 严格 的 证 明 必 须 是 算术 的 。 然而 ,他 们 发 现 了 V2 为 
“无 理 数 ” 的 一 个 严格 证 明 。 当 这 则 丑闻 最 终 传 开 后 ,标准 改变 了 . 算术 “直觉 "名 誉 扫地 ， 
几何 直觉 取而代之 。 这 意味 着 数学 知识 的 一 场 重 大 而 复杂 的 改组 (例如 : 比例 论 )。18 t 
纪 ,“ 易 于 误导 的 ”图 形 使 几何 证 明 声 名 狼藉 ,而 19 世纪 ,算术 直觉 借 棘 手 的 实数 论 之 助 而 
重 登 王位 。 今 天 ,主要 的 讨论 阵地 是 ,在 集合 论证 明 与 元 数学 证 明 中 ,哪些 严格 而 哪些 不 
严格 , 璧 如 ,众所周知 的 那 场 关于 策 梅 罗 (Zermelo) 和 干 岭 CGentzen) 的 思想 实验 是 否 可 被 
接纳 的 讨论 。 

© 正如 前 文 已 指出 的 ,这 个 班 的 水 平 很 高 。 

QD “心理 主义 ?是 胡 塞 尔 (HusserD 造 出 来 的 术语 ([1900]) 。 关于 对 心理 主义 的 较 早 
“批评 ”, 见 弗 雷 格 (Frege)[1893], 第 xv—xvi 页 。 现代 直觉 主义 (不 像 Alpha) 公 开 拥 抱 心 
理 主义 :“ 数 学 定理 表达 纯 经 验 的 事实 , 即 某 一 构造 成 功 了 …… 数学 ……- 是 对 人 心 的 某 些 
功能 的 研究 .”( 海 丁 (Heyting)[1956], 第 8 页 及 第 10 页 ?至 于 他 们 如 何 协调 心理 主义 与 
确实 性 ,他 们 严守 秘密 。 

© 即便 我 们 有 完美 的 知识 ,也 无 法 完美 地 表述 它 ， 这 对 古代 怀疑 派 本 是 老生 常 谈 
( 见 塞 克 斯 都 * 恩 披 里 克 [ 约 1900], 第 83—88 页 ), 但 在 启蒙 时 期 被 遗忘 了 。 直 觉 主义 者 
重新 发 现 了 它 : 他 们 接受 康德 的 数学 哲学 ,但 指出 ,“ 数 学 自 身 的 真实 完善 性 与 数学 语言 
的 完善 性 之 间 看 不 出 有 什么 清楚 的 联系 ”( 布 劳 维尔 (Brouwer)[1952], 第 140 页 )。“ 经 由 
口头 语言 或 书写 文字 的 表达 虽 对 交流 必 不 可 少 一 是 永远 不 充分 的 …… 科学 的 任务 
不 是 研究 语言 ,而 是 创造 思想 。”( 海 丁 [1939] ,第 74 一 75 页 ) 

© 布 劳 维尔 [1952], 第 141 页 。 
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段 ,其 后 尚 有 证 明 分 析 与 反驳 ,最 终结 束 于 严格 的 定理 。 我 们 只 能 把 
“证 明 的 严格 性 ”与 “证 明 分 析 的 严格 性 ” 红 合 在 一 志 。 

ALPHA: 你 仍 心 存 希望 ,以 为 你 最 后 会 得 到 一 套 严 格 得 无 以 复 
加 的 证 明 分 析 吗 ? 若是 这 样 , 请 告诉 我 ,你 何不 从 系统 阐述 你 由 圆柱 
“激发 ”的 新 定理 开始 ? 你 只 是 空 说 它 存 在 。 它 的 元 长 与 笨拙 一 定 可 
以 让 我 们 绝望 得 忍俊不禁 ,而 这 不 过 才 是 你 碰 上 的 第 一 个 新 反例 ! 
你 以 一 系列 一 个 比 一 个 精确 的 定理 ,替代 了 我 们 的 原 猜 想 一 一 但 只 
是 在 理论 上 。 这 一 相对 化 过 程 的 息 任 稀 辟 又 是 如 何 ? 一 个 比 一 个 
古怪 的 反例 会 被 一 个 比 一 个 平常 的 引 理 所 反 驭 一 一 得 到 一 个 比 一 个 
宛 长 .笨拙 的 定理 形成 的 “ 恶 无 限 ?2@。 在 批评 似乎 要 引 向 真理 时 , 它 
还 带 来 令 人 鼓舞 的 感觉 。 但 当 它 不 分 青红皂白 地 挫 裔 一 切 真 理 , 驱 使 
我 们 漫 无 目的 而 又 无 穷 无 尽 地 干 下 去 时 , 它 便 当然 是 令 人 泄气 的 。 我 
EEE TRAINER HE LIKE IE NEE, 

GAMMA. ERAFEBH,-EALFSH RATE. TR— 
处 ,我 们 便 可 到 达 真 理 , 反 驶 之 洪流 即 随 之 而 停 住 。 不 过 ,我 们 当然 
是 不 知道 这 具体 的 时 候 。 只 有 反 驱 具有 决定 性 意义 一 一 证 明 是 心理 
上 的 问题 9。 

LAMBDA: 我 仍 坚 信 , 反 驶 渐 止 之 时 , 即 是 绝对 确定 性 闪光 
之 日 ! 


DO 英语 有 “infinite regress”( 无 穷 回 归 ) 一 词 ,但 这 只 是 “ 恶 无 限 ”(schlechte 
Unendlichkeit) 的 一 个 适 例 ,此 处 用 不 上 。Alpha 造 这 个 短语 显然 是 想到 了 “vicious 
circle” EHETI). 

四 通常 ,数学 家 避免 长 定理 的 方法 是 通过 选择 加 长 定义 的 方式 ,使 定理 中 只 有 被 定 
义 项 (例如 “普通 多 面体 ”) 出 现 一 一 这 更 加 经 济 , 因为 -一 个 定义 缩写 了 许多 定理 。 即使 如 
此 , 按 “ 严 格 的 "解释 ,引出 定义 的 怪物 虽然 极 少 提 及 ,定义 也 占 了 极 大 篇 幅 。 在 福 德 尔 
[1927] 中 (第 67 页 及 第 29 W), “ARER ”的 定义 (连同 一 部 分 定义 项 的 定义 ) 约 占 25 
行 ;在 1962 年 版 的 大 英 百 科 全 书 中 ,“ 郑 遂 多 历 体 ”的 定义 填 满 了 45 行 。 

© “逻辑 使 我 们 拒绝 某 些 论据 , 却 不 能 使 我 们 相信 任何 论据 ”( 勒 贝 格 (Lebesgue) 
[1928], 第 328 T). «HER: 应 当 指出 , 按 字面 理解 , 勒 贝 格 的 陈述 是 错误 的 。 现 代 退 
辑 为 我 们 提供 了 有 效 性 的 一 种 精确 描述 ,可 以 表明 某 些 论据 是 满足 这 种 描述 的 。 DEN 
辑 确 实 能 让 我 们 相信 一 个 论证 ;尽管 它 也 许 不 能 让 我 们 相信 一 个 有 效 论 证 的 绕 讼 一 一 因 
为 我 们 也 许 不 相信 某 一 个 或 更 多 的 前 提 。 


* 54. 证 明 与 反 陪 


KAPPA; 可 是 有 这 一 天 吗 ? 若 上 帝 创造 了 多 面体 ,安排 让 所 有 
关于 多 面体 的 真 全 称 命题 一 一 以 人 类 语言 表述 之 一 一 是 无 限 长 吗 ? 
想当然 地 说 ( 神 启 的 ) 真 定理 的 长 度 有 限 , 这 难道 不 是 污 神 的 神 人 同 
形 同 性 论 ? 

老实 说 吧 , 以 如 此 这 般 的 理由 ,你 们 全 都 厌倦 了 繁多 的 反 驶 和 逐 
步 而 零碎 的 定理 形成 过 程 。 何 不 就 此 黑手 ,停止 这 个 游戏 ? 你 已 放 
F T “WEE” (Quod erat demonstrandum)。 何 不 亦 放弃 “ 诸 证 均 毕 ” 

(Quod erat demonstratum)? 真理 只 属于 上 帝 。 
i THETALFA ]: 一 个 对 宗教 虔诚 的 怀疑 主义 者 是 科学 最 恶劣 
的 敌人 ! 

SIGMA: 我 们 不 要 太 过 夸张 ! 毕竟 ,只 有 一 小 块 含混 的 边缘 区 出 
现 了 危险 。 如 我 之 前 所 说 的 ,情况 很 简单 ,不 过 是 并 非 记 肥 的 命 古 大 
RUR. DAR-ME, RAEE RERS”. 

THETA[2*F] ]: AE — TIE PERRFPEBTAK FL AKT! 

SIGMA: …… 我 们 陈述 这 类 命题 的 有 效 域 ,只 要 有 或 多 或 少 足 
够 的 严格 性 就 行 。 

ALPHA: 足以 做 什么 ? 

SIGMA ; 足以 解决 我 们 想 解 决 的 问题 。 

THETA[## ]: 实用 主义 ! 人 人 都 对 真理 丧失 兴趣 了 吗 ? 

KAPPA: 或 是 对 Zeitgeist UPHT UEM ODE ULIE ET Y TEMAS 
格 性 ,就 够 用 一 天 。” 了 

THETA: 历史 主义 ! [484], ] 

ALPHA; Lambda Ya #9 dE 047 67 ”制订 的 规则 剥夺 了 数 
学 之 美 , 呈 于 我 们 宛 长 又 笨拙 的 定理 的 吹 毛 求 症 的 迁 腐 卖弄 ,这 些 定 
理 充 斥 着 枯燥 乏味 . 厚 如 砖 块 的 书本 ,最 后 只 会 搞 得 我 们 陷 人 恶 无 限 
之 困境 中 。Kappa 的 逃生 之 计 是 做 出 约定 ,而 Sigma 的 是 数学 实用 


© E-*:H-BE/K(E. H. Moore)[1902] ,第 411 页。 
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主义 。 这 就 是 理性 主义 者 的 选择 吗 ! 

GAMMA: 所 以 ,理性 主义 者 应 该 品尝 Alpha fj" Pf EE" W 
滋味 : 表达 不 清 的 直觉 “隐藏 引 理 ”、 对 虚假 性 转送 原理 的 嘲弄 、 对 
反驳 的 消灭 ,是 吗 ? 数学 应 该 与 批评 和 逻辑 无 关 ,是 吗 ? 

BETA: 无 论 事实 如 何 , 我 已 经 受 够 所 有 这 些 不 确定 的 诡辩 了 。 
我 想 搞 数学 ,对 核 正 数学 基础 之 正当 性 所 遇 到 的 哲学 困难 ,我 毫 无 兴 
趣 。 即 令 理性 不 能 提供 如 此 的 正当 性 之 核 正 ,我 的 自然 本 能 可 以 让 
我 安心 了 。 

我 晓得 Omega 搜集 了 一 些 有 趣 的 可 供 选 择 的 证 明 一 一 我 倒 愿 
意 听 听 他 的 。 

OMEGA: 可 我 要 把 它们 置 人 “哲学 的 ?框架 内 啊 ! 

BETA: 我 不 在 乎 包装 ,如 果 包 里 还 有 点 其 他 的 东西 。 


按 语 : 在 这 一 节 里 ,我 试图 说 明 数 学 批评 的 出 现 一 直 是 如 何 作为 探 
寻 数 学 “基础 ”的 主动 力 的 。 

看 起 来 ,我 们 对 证 锣 与 证 锣 分 荔 及 相应 的 证 朋 之 严 殉 烽 与 证 
MHAMZFPBEBEN RIEMEN. 180 FEE, WA yH 
H (水 日 般 清楚 的 思想 实验 或 构造 ) 与 乱七八糟 的 论证 .归纳 的 结论 
间 形 成 巨大 反差 。 这 便 是 欧 拉 所 谓 “( 论 证 的 严格 性 ) rigida 
demonstratio" , 而 康德 的 不 可 错 数学 之 观念 亦 建立 在 此 概念 之 上 ( 见 
其 [1781] 第 716 一 717 页 上 数学 证 明 的 范例 )。 那 时 亦 认为 ,人 应 证 
明 其 和 欲 着 手 证 明 者 。 且 对 所 有 人 来 说 ,思想 实验 的 口头 表达 都 不 存 


D “自然 驭 倒 了 怀疑 主义 者 ,理性 驱 倒 了 教条 主义 者 (帕斯卡 [1659], 第 1206 一 
1207 页 )。 少 有 数学 家 会 像 Beta 那样 坦承 ,理性 太 虚 弱 了 ,自身 的 正当 性 都 提供 不 了 。 他 
们 大 多 采纳 某 一 类 的 教条 主义 历史 主 义 或 混乱 的 实用 主义 ,仍然 古怪 地 无 视 这 些 是 站 不 
住 脚 的 。 例 如 :数学 真理 事实 上 是 会 做 不 称 务 表 的 知 训 的 原色 …… 但 数学 的 严格 性 也 不 
是 绝对 的 ;数学 处 在 连续 发 展 的 过 程 中 ;部 党 原理 不 在 一 次 就 条 奖 友 效 成 了 ,它们 有 自己 
的 生活 ,甚至 可 以 成 为 科学 论争 的 主题 .”(A。D。 亚历山大 罗 夫 (A. D. Aleksandrov) 
[1956], 第 7 页 )( 这 段 引文 可 以 提醒 我 们 ,辩证 法 试图 不 用 批评 来 说 明 变化 ; 真理 “在 连续 
发 展 之 中 ”, 但 永远 是 “全 然 不 容 争辩 的 ”。) 
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在 真正 的 困难 。 亚 里 士 多 德 (Aristotelian) 形式 逻辑 与 数学 是 两 块 
完全 独立 的 领域 一 一 数学 家 以 为 前 者 毫 无 用 处 。 证 明 或 思想 实验 无 
需 任 何 演绎 模式 或 “逻辑 ”结构 , 便 令 人 心服 口服 。 

19 世纪 初 ,反例 之 洪流 带 来 了 混乱 局 面 。 因 为 证 明 是 水 唱 般 清 
楚 的 ,反驳 便 必须 是 不 可 思议 的 离 经 叛 道 者 ,要 彻底 从 不 窜 怀 疑 的 证 
APREN. 47 H LÉ fr KERRE IN OU ER S 
[x3 NS X3 T: 他 应 继续 前 进 , 寻 出 他 已 证 明了 什么 ,方法 是 
列举 例外 ,或 不 如 说 是 表述 出 证 明生 效 的 安全 范围 。 自 有 而 一 一 必 
ABL JUR UK JL BIAIS DER BERUR LU ETT EUR EA WR 
1E 1 BE NAS, ERRAR ENAA HA AAKA 
TEA MER EARED E RA Ek” IH À À ISP 
尽 读 “例外 ”的 ,两 者 毫 不 相干 。) 

19 世纪 逻辑 与 数学 的 统一 有 两 个 主要 的 源头 : EMILE # 
KHHCHNPRBEER 。 它 们 引 来 了 证 明 ( 思 想 实验 ) 与 诸 反 了 驶 的 
整合 ,开始 发 展 证 名 分 厢 ,逐渐 把 演绎 模式 引入 来 证 明 轩 想 实验 。 
我 们 所 说 的 “一 证 多 联 法 ” 便 是 他 们 的 探 试 发 明 ， CCCII EE 
433 —f. 维尔 斯 特 拉 斯 派 的 严格 性 战胜 了 它 的 两 个 反动 的 敌 
A: 怪物 排除 与 引 理 隐藏 ,此 两 者 曾 高 举 “ 严 格 性 之 恩 印 ”"“ 人 造物 
SR ERWEE. EHAN UFER TEARRE: 不 过 
只 要 证 明 分 析 以 完全 确定 性 作为 保证 ,大 多 数 数学 家 便 亦 容忍 了 它 
的 迁 腐 之 气 。 

康 托 尔 (Cantor) 的 集合 论 一 一 它 一 出 生 ,“ 严 格 ?定理 的 吨 外 一 
些 未 曾 料 及 的 反 驶 又 中 了 出 来 一 一 把 许多 维尔 斯 特 拉 斯 派 的 老 卫 十 
变 成 了 教条 主义 者 ,并 跃跃欲试 地 跟 “ 无 政府 主义 者 ”搏斗 ,手段 是 排 
除 新 的 怪物 ,或 者 说 他 们 的 代表 “严格 性 的 最 后 定论 ?之 定理 中 原 就 
有 “隐藏 引 理 ”, 仍 给 老式 的 “保守 派 ” 扣 上 雷同 罪 的 帽子 而 穷 追 猛 打 。 

接着 ,部 分 数学 家 意识 到 ,多 证 多 联 法 之 追逐 证 明 分 析 的 严格 
性 要 掉 到 恶 无 限 里 去 。 一 场 反 对 “直觉 主义 ”的 变 草 开幕 了 : DU 
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分 及 令 人 重头 袁 气 的 那 套 逻 辑 语言 上 的 迁 腐 卖弄 遭 到 了 严 僚 声 
讨 , 而 为 证 匆 发 明了 严格 性 的 新 极端 主义 标准 ;数学 与 馆 辑 再 度 分 
离 了 。 

催 辑 主义 者 试图 挽救 这 两 者 之 间 的 结合 , 却 被 悖 论 绊 了 一 谤 。 希 尔 
伯 特 派 的 严格 性 把 数学 变 成 了 一 张 证 助 分 蕉 的 巍 蛛网 ,并 号 称 靠 着 他 
那 直觉 主义 元 理论 中 水 晶 般 清楚 的 连续 性 证 鸭 , 便 可 制止 它们 的 无 
穿 回 归 。 这 ”基础 层 ", 也 即 具 有 不 可 批评 的 熟悉 性 的 区 域 , 被 转移 到 
了 元 数学 的 思想 实验 中 去 。( 参 看 拉 卡 托 斯 [1962] ,第 179 一 184 JD 

通过 每 一 次 “严格 性 革命 ,证 明 分 析 都 更 深 地 渗透 在 证 明 中 , 直 
至 渗透 到 了 “熟悉 的 背景 知识 ”的 套 刺 狠 ( 亦 见 第 44 页 脚注 图 ) ,而 
这 是 个 水 晶 般 清澈 的 直觉 和 证 明 的 严格 性 主宰 一 切 的 王国 ,批评 在 
ZIBERZHRT. TE, FTARNNFBBEERF-AAFE: 
EN TRARENDMZP BESTE A L ERIA RATS F 
WARE RES FIAT. AREARE; “基础 ” 永 未 导 
1 — (E TE BUS EN SUR IE 38 ME HN MP A ME NE UN 
变 成 了 内 和 化 的 扩 增 。 不 过 ,这 一 情节 在 我 们 现在 的 考察 范围 之 外 * 。 


> MER: 我 们 相信 ,这 条 历史 按 语 有 些 低估 了 数学 “严格 主义 者 ”的 成 就 。 数 学 中 
向 “严格 性 ?的 进军 ,最 终 暴露 出 来 的 ,是 向 两 个 分 隔 的 目标 进军 ,其 中 只 有 一 个 可 达 。 这 
两 个 目标 ,第 一 个 是 严格 正确 的 论据 或 证 明 ( 其 间 真 实 性 不 可 错 地 从 前 提 传 送 到 了 结论 
上 ), 第 二 个 是 严格 为 真 的 公理 或 第 一 原理 (为 的 是 从 这 个 原点 把 真实 性 注 人 系统 ,然后 经 
严格 证 明 传 遍 整 个 数学 )。 第 一 个 目标 已 知 可 达 ( 当 然 要 给 定 某 些 假设 ) ,而 第 二 个 已 证 不 
HR. 

弗 雷 格 和 罗素 设置 了 一 些 系统 ,数学 能 够 (可 错 地 ) 被 翻译 成 这 些 系统 ( 见 后 文 ,第 122 
页 ), 内 中 证 明 规则 是 有 穷 的 , 且 已 提前 列 为 条 件 。 结 果 证 实 ,可 以 说 明 ( 刚 才 提 到 的 假定 
于 此 处 便 可 用 ) 凡 是 用 这 些 规则 可 证 的 命题 都 是 该 系统 之 公理 的 有 效 推论 ( 即 若 公理 为 
真 ,所 证 命题 必 亦 为 真 ) 。 在 这 些 系统 中 ,证 明 不 得 有 “缺漏 ”, 因 而 一 串 命题 是 否 一 个 证 明 
能 够 在 有 穷 多 步 内 检查 清楚 。( 当 然 , 若 按 检查 结果 ,该 公式 序列 不 是 我 们 考虑 的 系统 中 
的 证 明 ,这 并 不 足以 确定 结尾 公式 在 该 系统 中 没有 货真价实 的 证 明 。 所 以 ,在 证 明 检查 过 
程 中 ,有 一 种 利于 证 实 而 不 利于 证 伪 的 不 对 称 性 。) 不 论 在 哪 一 种 严肃 的 意义 上 ,都 不 能 说 
这 样 的 证 明 是 可 错 的 。( 不 错 , 也 许 凡 是 检查 过 某 个 这 样 的 证 明 的 人 都 犯 了 某 种 难以 解释 
的 错误 ,但 这 不 算是 严肃 的 怀疑 。 不 错 , 这 样 的 有 效 证 明 传送 真实 性 此 一 非 形 式 ( 元 ) 定 理 
， 也 许 是 错误 的 一 一 但 这 样 想 也 没有 什么 严肃 的 理由 。) 可 是 ,在 非 平 常 的 意义 上 ,这 类 系统 
的 公理 便 殉 胡可 销 的 。 从 “自明 的 ”“ 逻 辑 的 "真理 推演 出 全 部 数学 的 企图 业已 破产 ,这 
是 众所周知 的 。 
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6. 再 论 局 部 而 非 全 局 的 反例 对 证 明 的 批评 。 内 容 
问题 
& (a) 以 更 深入 的 证 明 扩 增 内 容 


OMEGA: REK Lambda 的 一 证 多 驳 法 ,我 跟 他 同样 深信 , 没 
准 儿 何 时 我 们 便 最 终 得 到 了 严格 的 证 明 分 析 , 因 此 亦 得 到 了 肯定 为 
真 的 定理 。 不 过 ,即便 如 此 , 正 基 我 们 的 方法 产生 了 一 个 新 闻 题 : 证 
BIZ PE EETEEIMS AE TERT , AID T ALES. VEBR ATH REDE — AEST 
理 ,都 对 应 地 增加 定理 中 的 一 个 新 条 件 , 而 缩小 了 其 论 域 。 严 格 性 倒 
是 增加 ,适用 的 多 面体 却 不 断 减 少 了 。 那 么 引 理 并 人 不 就 重 路 Beta 
ARE Wo ie TUS TT Bi UE CT? 我 们 岂 不 也 会 “撤退 得 太 激 
进 ,把 许 许多 多 欧 拉 多 面体 置 于 城墙 之 外 ” 吗 ?? 在 两 种 情况 下 ,我 
们 都 可 能 把 婴儿 跟 浴 盆 里 的 水 一 起 倒 掉 。 我 休 应 存 一 个 平移 力 ,来 
HORS PELLE o 

我 们 已 在 此 方向 上 迈 出 几 步 了 。 我 且 提 醒 你 们 回想 两 件 事例 ， 
并 重新 检查 它们 。 

一 个 是 我 们 首次 遇 到 的 局 部 而 非 全 局 的 反例 @。 在 我 们 开始 的 
证 明 分 析 中 ( 即 “ 从 平面 三 角形 化 网 状 结构 中 , 只 有 两 种 移 去 三 角形 
的 可 能 : 要 么 移 走 一 条 棱 , 要 么 移 走 两 条 棱 加 一 个 顶点 ”,Gamma 
驶 倒 了 第 三 引 理 。 他 从 网 状 结构 的 中 间 移 走 了 一 个 三 角形 ,而 楼 与 
顶点 却 根本 没 减 少 。 

我 们 接着 有 了 两 种 可 能 性 .@ EHER ,将 错误 的 引 理 并 
人 定理 中 。 要 虑 及 确定 性 ,这 便 是 再 合适 不 过 的 方法 ,但 要 大 大 缩小 


© 前 文 ,第 25 页 。 

加 ”关于 第 一 件 事 例 的 讨论 , 见 前 文 ,第 5 一 8 页 。 

@ Omega 似乎 漏 了 第 三 种 可 能 性 : Gamma 完全 可 以 说 ,既然 局 部 而 非 全 局 的 反例 
没有 显示 出 任何 对 虚假 性 转送 原理 的 破坏 , 便 不 需 采 取 什么 行动 。 


PIE -59- 


定理 的 论 域 ,使 其 只 适用 于 四 面体 。 这 样 , 除 一 个 例子 幸免 外 ,我 们 
便 把 所 有 例子 与 反例 一 起 抛弃 了 。 

这 便 是 我 们 接受 另 一 种 选择 的 根本 原因 : 我 们 不 通过 引 理 并 人 
KA XE BE RA 16:38, 而 以 一 条 未 被 证 伪 的 引 理 替代 已 被 证 伪 的 引 
理 ,从 而 扩大 定理 的 论 域 。 不 过 这 一 定理 之 形成 的 至 关 紧 要 的 模式 
不 久 便 被 人 遗忘 ,而 Lambda 也 根本 不 费 一 点 心思 去 把 它 表 述 为 一 
条 探 试 规则 。 它 应 为 ， 

HN A ARA MIS RM, BREI KH t b 
BUS BEEFTCE SPAS GIE , M NT AAA MIE DM. 

定理 之 内 容 在 第 三 种 反例 (全 局 而 非 局 部 ) 的 压力 下 不 断 锻 人 少 。 
第 一 种 反例 (局 部 而 非 全 局 ) 可 提供 机 会 六 增 我 们 的 定理 之 内 容 。 

GAMMA. 规则 4 再 次 把 Alpha 如 今 已 放弃 的 “完美 的 证 明 分 
析 之 直觉 ”的 弱点 暴露 无 遗 0?。 若 是 他 的 话 ,他 会 把 可 疑 的 引 理 一 一 
列 出 , 且 立 即 如 数 并 人 ,而 一 一 毫 不 在 乎 反例 地 一 一 凑 成 一 堆 儿 乎 空 
空 如 也 的 定理 。 

EM: Omega, 让 我 们 听 听 你 方才 要 说 的 第 二 件 事例 。 

OMEGA: 在 Beta ff] uEBH 4) Pr 8 38 — 5| BERE BIZ I EP — 
BE. xxu sid RTE SR c P EDO. FAR + — 
面体 。 故 而 ,先生 ,您 便 替 之 以 一 条 未 被 它们 证 伪 的 引 理 , 即 “ 人 在 一 
IBI EPBOU TS BE HH” KI RAREN 4 之 力 ,而 是 叱 责 
T Beta “粗心 的 证 明 分 析 ”。 您 会 承认 者 岗 4 这 则 建议 要 比 仅仅 说 
“细心 一 点 儿 ” 有 效 。 

BETA: 正 是 如 此 ,Gamma, 你 亦 使 我 更 加 了 解 “ 最 优秀 的 例外 
排除 者 之 方法 ”了 @。 他 们 以 谨慎 而 “安全 ”的 证 明 分 析 起 头 ,并 在 系 
统 运用 孝 册 4 的 情况 下 ,逐渐 建立 起 定理 ,这 中 间 一 句 假 话 也 不 说 。 


D 参见 前 文 ,第 46 一 47 页 。 
D ”关于 此 处 第 二 件 事例 的 讨论 ,参见 前 文 ,第 33 一 34 XL. 
© 见 前 文 ,第 35 一 39 页 。 


‘60° 证 明 与 反 驶 


毕竟 ,是 通过 一 个 比 一 个 假 的 夸 夸 其 谈 , 还 是 通过 一 个 比 一 个 真 的 廊 
进 之 词 去 通达 真理 ,这 是 个 性 格 问题 。 

OMEGA: 或 是 如 此 。 但 可 以 有 两 种 方式 解释 妈妈 4, 35 538 
们 只 考虑 过 第 一 种 稍 弱 的 解释 :“ 以 反例 驶 不 倒 的 及 铸 驳 改 后 氛 引 
理 替 代 错 误 的 引 理 ,来 制作 并 改进 证 明 , 是 大 历 乞 举 的 事 ”0; 要 能 如 
此 ,所 需 的 不 过 是 对 证 明 的 “更 细心 的 ?检查 和 一 次 “平常 的 观察 ”@。 
依 此 种 解释 ,都 矶 4 LIE EEE EHI EAE PA NEIN. 

我 还 要 考虑 可 替代 第 1 种 的 激进 解释 : 替换 引 理 一 -或 者 可 能 
是 所 有 引 理 一 一 的 手段 ,不 只 是 要 努力 把 给 定 证 明 的 最 后 一 小 块 内 
容 全 挤 出 来 ,并 且 可 能 还 要 发 明 一 个 完全 不 同 的 ,内容 更 广 的 更 次 
AHG WEH, 

老师 : BA? 

OMEGA: 我 早先 同一 位 朋友 讨论 了 笛 卡 儿 - 欧 拉 猜 想 ,他 立马 
给 出 了 如 下 的 证 明 : 让 我 们 想象 一 个 空心 多 面体 ,其 表面 由 任意 刚 
性 材料 制 成 ,比如 硬 纸板 。 其 楼 必须 在 其 内 表面 清楚 地 画 上 。 让 其 
内 灯火 通明 ,并 设 某 一 面 是 一 个 普通 相机 的 镜头 一 一 从 此 面 我 便 可 
拍 一 张 所 有 楼 与 顶点 的 快照。 

SIGMAĻ ŽA ]: 照相 机 参加 了 数学 证 明 ? 

OMEGA: 于 是 我 得 到 一 张 平面 网 状 结构 的 相片 ,可 与 你 的 证 
明 中 的 平面 网 状 结构 做 同样 的 处 理 。 我 亦 可 以 相同 方式 说 明 , 若 面 
是 单 连 通 的 , 便 有 Y — E--F — 1, 再 加 上 照片 上 不 可 见 的 镜头 那 一 
面 , 我 便 得 到 欧 拉 公式 。 这 里 的 主要 引 理 是 ; 存在 多 面体 的 一 个 面 ， 
其 换 为 照相 机 镜头 后 , 便 可 照 出 多 面体 的 内 部 景象 ,让 所 有 的 楼 与 顶 
点 皆 在 胶卷 显影 。 现 在 我 引 和 人 下 面 的 简略 表述 不 说 “至 少 从 一 个 
面 可 拍 仿 其 内 部 的 多 面体 ”, 而 说 “ 准 凸 多 面体 ”。 

BETA: 所 以 你 的 定理 是 : 所 有 带 单 连通 面 的 准 凸 多 面体 是 欧 


QD 见 前 文 ,第 7 页 。 
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拉 多 面体 。 

OMEGA: 为 了 简洁 ,及 表扬 这 个 特殊 证 明 思想 的 发 明 者 ,我 倒 
BE: AA ARAE AEKA”. 

GAMMA: 可 是 有 许多 的 简单 多 面体 啊 , 虽 然 从 头 到 脚 是 欧 拉 
多 面体 ,但 却 犬 牙 交 错 得 厉害 ,使 得 不 能 由 任 一 面 照 帝 其 内 部 ! 日 果 
内 的 证 明 并 不 比 柯 西 的 深入 一 一 倒是 柯 西 的 证 明 比 日 果 内 的 深入 1 

OMEGA: 那 还 用 说 ! 我 推测 老师 已 知道 了 日 果 内 的 证 明 , 他 


了 更 次 人 的 柯 西 证 明 , 其 方法 不 是 作 一 点 小 改动 尾随 的 “仔细 的 证 
明 分 析 ”, 而 是 激进 且 富 于 想象 的 革新 。 

老师 ， 我 接受 你 的 例子 一 但 我 并 不 曾 了 解 到 日 果 内 的 证 明 ， 
不 过 ,如 果 你 以 前 知道 ,你 为 何不 把 它 告诉 我 们 呢 ? 

OMEGA: 因为 我 立即 便 用 欧 拉 多 面体 非 日 果 内 多 面体 把 它 驶 倒 了 。 

GAMMA: 我 方才 说 ,我 也 发 现 了 这 样 的 多 面体 。 但 是 否 那 便 
是 一 股 脑 儿 废 弃 日 果 内 证 明 的 理由 ? 

OMEGA: 我 是 这 么 认为 的 。 

老师 : 你 听 说 过 勒 让 德 的 证 明 吗 ?你 要 把 它 也 废弃 了 ? 

OMEGA: 当然 要 。 勒 让 德 证 明 还 更 不 令 人 满意 ; 内 容 比 日 果 
内 证 明 还 贫乏 。 他 的 思想 实验 是 先 把 多 面体 以 一 个 中 心 投影 映射 到 
包含 此 多 面体 的 球体 上 。 球 体 的 半径 他 设 为 1。 投 影 中 心 的 选 法 ， 
他 要 求 经 过 一 次 且 仅 有 一 次 的 投影 后 ,球面 的 多 边 形 网 络 便 盖 满 球 


D 日 果 内 证 明 在 鲁 易 里 [1812 一 1813a] 第 177—179 页 上 。 按 原貌 , 它 自然 不 会 包 
含 照相 这 一 招 。 他 说 :“ 取 一 多 面体 , 某 一 面 是 透明 的 ;想象 从 外 部 把 眼睛 靠近 这 一 面 , 近 
到 能 够 感觉 其 他 所 有 面 的 内 部 ……” 日 果 内 谦虚 地 指出 , 柯 西 证 明 更 加 深入 , 它 “ 有 一 个 可 
贵 的 优点 ,就 是 根本 不 预先 假定 凸 性 "。 (然而 ,他 不 曾 想到 要 追问 它 扒 锣 预先 假定 了 什 
么 ,) 之 后 , 雅 各 布施 坦 纳 (Jacob Steiner) 重 新 发 现 了 本 质 上 相同 的 证 明 [1826]。 那 时 有 
人 提醒 他 将 优先 权 归 于 日 果 内 ,他 便 读 了 和 鲁 易 里 那 篇 附 有 例外 清单 的 文章 ,但 这 并 不 妨碍 
他 以 此 一 定理 为 证 明 作 结 :“ 记 有 和 多 面体 吉 十 胶 胡 多 面体 ”。( 正 是 施 坦 纳 的 文章 激怒 了 赫 
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体 。 故 而 他 的 第 一 引 理 便 是 如 此 的 点 存在 。 他 的 第 二 引 理 是 ,对 球 
面 上 的 多 面体 网 状 结构 来 说 ,有 V 一 十 下 二 2 一 一 不 过 ,这 条 引 理 
被 他 成 功 地 分 解 成 了 球面 三 角 学 的 平常 的 真 引 理 。 可 是 ,能 做 到 这 
样 的 中 央 投 影 的 点 只 存在 于 凸 的 及 少许 正派 的 “几乎 凸 的 ”多 面体 
FREE SHARON RN. mi" Pra LE ITE 
EARE BH ANERO, ESS AH TORE ADEL JOE RI, 
它 是 如 此 “ 令 人 遗憾 的 不 完备 "@。 这 人 简直 是 “白费 工夫 , 它 预 设 了 欧 
拉 定 理 并 不 依赖 的 条 件 。 必 须 废弃 它 , 而 去 寻找 更 普遍 的 原理 ”®。 

BETA: Omega 之 言 甚 是。“ 从 某 种 程度 上 说 , 凸 性 对 于 欧 拉 性 
是 偶然 因素 。 一 个 凸 多 面体 可 转化 为 非 凸 多 面体 ,譬如 裔 止 一 处 或 
者 把 一 个 或 更 多 的 顶点 按 进去 ,而 最 后 仍 有 相同 的 构 形 数 。 欧 拉 关 
系 对 应 着 比 凸 性 更 基本 的 某 种 关系 .>@ 你 要 加 上 你 的 “近乎 和“ 淮 ” 
的 虚 饰 , 便 休想 捕获 这 种 关系 。 

OMEGA; 我 过 去 以 为 老师 已 经 捕获 它 了 ,就 在 柯 西 证 明 的 拓 
扑 学 原理 中 ,在 这 个 证 明 里 , 勒 让 德 证 明 的 万 有 引 理 都 换 为 了 岂 新 
的 引 理 。 这 个 证 明 肯 定 是 过 去 以 来 最 深刻 的 ,但 之 后 我 偶然 发 现 了 
一 个 多 面体 ,就 是 这 个 证 明 也 被 它 驳 倒 了 。 


D ” 考 计 签证 鹏 可 在 其 [1803] 中 找到 ,证 明 引 生 的 定理 却 找 不 到 ,因为 在 18 世纪 ,证 
明 分 析 和 定理 形成 实际 上 是 不 为 人 知 的 。 勒 让 德 首先 把 多 面体 定义 为 表面 由 多 边 形 面 组 
成 的 立体 (第 161 3). HUE RAD UBI T V —E--F = 2 08 228 页 )。 不 过 ,在 第 164 
页 上 以 小 号 字体 印 碳 的 一 条 福 里 ,又 来 了 个 例外 除外 式 的 修正 ,说 是 将 只 考虑 上 启 多 面体 。 
至 于 近乎 凸 的 极端 分 子 , 他 不 予 理 会 。 庞 索 特 在 其 [1809] 里 评 勒 让 德 证 明 时 ,最 先 注意 到 
欧 拉 公式 “并 不 仅仅 对 寻常 的 凸 立体 有 效 , 即 至 多 取 两 点 便 可 用 一 直线 切断 其 表面 的 立 
体 : 它 对 带 四 角 的 多 面体 也 成 立 ,只 要 能 在 该 立体 内 部 找到 一 点 作为 球 心 ,从 此 点 引 直线 
可 将 多 面体 的 面 投影 到 球面 上 ,而 投影 各 面 不 相 重 释 。 这 适用 于 无 穷 多 的 带 凹 角 的 多 面 
体 。 事 实 上 ,就 其 本 身 人 情况 而 言 , 勒 让 德 证 明 对 所 有 这 些 另外 的 多 面体 也 是 适用 的 ”( 第 
46 页 )。 

© E。, 德 荣 奎 埃 继续 往 下 说 ,又 是 从 庞 案 特 [1858] 各 取 的 一 个 论据 “祈求 勒 让 德 或 
相似 的 高 级 权威 的 保佑 , 只 会 助长 一 个 广 为 散 布 的 偏见 , 即 欧 拉 定理 的 有 效 域 只 由 凸 多 面 
体 组 成 。 这 个 偏见 甚至 把 一 些 聪明 绝顶 的 人 都 俘虏 了 .”([1890a] ,第 111 页 ) 

© 引 自 庞 索 特 ([1858] ,第 70 页 ) 。 

€ D-M-Y- 3CKSECD. M. Y. Sommerville)([1929], 第 143—144 I), 


EM: RIRE ANT. 

OMEGA: 诸位 ,回想 一 下 Gamma 
的 “海胆 ”( 图 7)。 它 自然 是 非 欧 拉 多 
面体 。 但 并 非 所 有 的 星 状 多 面体 都 是 
非 欧 拉 多 面体 ! 举 个 例子 ,比如 “大 星 
状 十 二 面体 ”( 图 15)。 它 同 “ 小 星 状 十 
二 面体 ”一 样 由 五 角 星 组 成 ,但 排 法 不 
Hl. TU 12 个 面 .30 条 棱 、20 个 顶点 ， 
WHV-E+F=2P, 

老师 : 你 便 要 拒 斥 我 们 的 证 明了 吗 ? 

OMEGA: 正 是 。 你 们 那 令 人 满意 的 证 明 不 得 不 也 解释 一 下 
“大 星 状 十 二 面体 ”的 欧 拉 性 。 

RHO: 为 何不 承认 你 的 “大 星 状 十 二 面体 ”也 是 三 角形 化 的 ? 
你 的 困难 都 是 虚构 的 。 

DELTA: 同意 。 但 它们 被 虚构 倒是 出 于 另 一 个 理由 。 我 已 爱 
上 星 状 多 面体 而 不 能 自拔 了 : EINE/N HAN. BRENNER 
质 上 不 同 于 普通 多 面体 所 以 , 仅 由 一 点 想法 , 便 要 构思 出 证 明 来 同 
时 解释 像 立方 体 和 “大 星 状 十 二 面体 ”的 欧 拉 性 质 , 是 不 可 能 的 。 

OMEGA: 有 何不 可 ? 你 真是 寡 于 想象 。 你 在 日 果 内 证 明之 后 
和 柯 西 证 明之 前 , 定 会 坚决 主张 说 ,四 凸 多 面体 是 本 质 上 不 同 的 : 所 
以 , 仅 由 一 点 想法 , 便 要 构思 出 证 明 来 同时 解释 凹凸 多 面体 的 欧 拉 性 
质 ,是 不 可 能 的 ,是 吗 ? 我 且 引 用 伽利略 的 对话 集 》; 

沙 格 列 陀 (SAGREDO) : 所 以 ,如 你 们 所 见 , 所 有 的 行 
星 和 卫星 一 一 我 们 且 统称 为 “行星 ”是 在 椭圆 轨道 上 运 
动 的 。 
BE 4 I # (SALVIATD : 恐怕 还 有 以 抛物 线 轨道 运 


图 15 


D ” 开 普 勒 曾 设计 了 这 个 “大 星 状 十 二 面体 ”([1619] ,第 53 页 ), 庞 索 特 又 独立 设计 
出 来 , 且 最 先 检验 它 是 否 是 欧 拉 多 面体 。 图 15 由 开 普 勒 的 书 中 复制 。 
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动 的 行星 吧 。 且 看 此 石头 。 我 把 它 扔 出 去 : 它 沿 着 抛物 线 
轨道 运动 。 
辛 普 利 印 (SIMPLICIO): 可 这 石头 却 不 是 个 行星 ! 这 
两 种 是 完全 不 同 的 现象 ! 
ERRARE: 这 石头 当然 是 个 行星 ,只 不 过 扔 掷 它 的 
手 比 抛 扼 月 球 的 手 力气 小 械 了 。 
AIS. 一 派 胡言 ! 你 怎么 敢 把 天 上 和 地 上 的 现象 
相提并论 ? 两 者 风 马 牛 不 相 及 。 它 们 当然 均 可 由 证 明 来 解 
释 , 但 我 有 把 担 预 见 到 ,这 两 种 解释 必定 过 然 不 同 ! 我 不 能 
想象 , 仅 由 单一 的 一 种 想法 ,证 明 便 要 同时 解释 天 上 的 行星 
和 地 球 上 的 抛射 体 的 轨道 ! 
BE A AT: 你 想象 不 出 ,我 却 可 设计 出 来 @……， 
老师 : 别 去 管 抛射 体 和 行星 了 ,Omega, 你 倒是 找到 了 把 普通 的 
欧 拉 多 面体 和 欧 拉 星 状 多 面体 都 襄 括 在 内 的 证 明了 吗 ? 
OMEGA: 还 没有 呢 。 但 我 想 我 会 找到 @。 — 
LAMBDA; 就 算 你 找到 了 了 吧 一 一 柯 西 的 证 明 又 出 了 什么 问题 
DE? 你 何以 把 证 明 接 二 连 三 地 拒 之 于 千里 之 外 ,你 总 该 有 个 交代 啊 。 


F(b) 向 最 终 证 明 与 相应 的 充分 必要 条 件 进 军 


OMEGA: WIR PRAHE S TERHERE ,你 批评 了 证 明 
DNO, RIVIERE PRIS T REEF RATE Ed 
RADARS FORM ENS. — 1 IESU AUGE CE ERR K 
整个 范围 内 对 之 作出 解释 。 

RIDERE YSIEOR AGHEPE 。 定 理 必 须 是 确定 的 一 一 其 


”我 未 能 查 到 这 段 引文 的 出 处 。 兰 药 ; 伽利略 《对话 集 }》 中 , 辛 普 利 邱 代表 托 勤 密 ， 
萨 尔 维 阿 蒂 代 表 哥 白 尼 , 沙 格 列 陀 代表 伽利略 本 人 对 前 两 人 谈话 作出 的 判断 。 

四 ”参见 第 66 页 脚注 人 。 

@ 全 局 而 非 局 部 的 反例 。 

D 全 局 兼 局 部 的 反例 。 
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论 域内 ARREA EUR il: m E pP DER ARE : 其 论 域外 必 不 
再 有 任何 例子 。 我 要 在 例子 与 反例 的 正中 间 画 一 条 分 界线 ,而 不 只 
是 把 线 画 在 一 边 是 少许 例子 的 安全 范围 与 另 一 边 是 例子 与 反例 的 大 
杂烩 之 间 。 

LAMBDA: 即 是 说 ,你 要 定理 的 条 件 不 但 是 充分 的 , 而 且 是 必 
要 的 ! 

KAPPA; 为 了 讨论 的 便利 ,我 们 想象 你 已 寻 着 此 一 主要 定理 : 
CHARTES MEME EU". RATE, RAMÈNE. 
“PAHE IUE ERE TR ERBEN EES RI”? 

OMEGA: 那 是 自然 。 

KAPPA: 也 就 是 说 , 若 确定 性 迷失 在 恶 无 限 当 中 , 终极 性 也 会 
这 样 ? 你 的 证 明 一 个 比 一 个 深刻 ,但 你 会 发 现 ,在 每 一 个 证 明 的 论 域 
外 ,至 少 存 在 一 个 欧 拉 多 面体 。 

OMEGA: 我 当然 晓得 如 果 我 解决 不 了 确定 性 问题 ,我 便 不 能 
解决 终极 性 问题 。 我 确信 两 者 我 们 都 可 解决 。 我 们 要 止 住 无 穷 无 尽 
的 一 大 串 的 第 一 种 和 第 三 种 反例 。 

老师 : 你 想方设法 地 增加 内 容 ,这 很 重要 。 可 何不 把 你 裁决 定 
理 是 否 满意 的 第 二 个 标准 一 一 终极 性 一 一 看 作 令 人 愉快 的 意外 收 
获 ,而 非 义不容辞 的 责任 呢 ? 为 何 要 拒绝 那些 不 包含 充分 必要 条 件 
的 有 趣 证 明 ? 为 何 要 认为 它们 已 被 驶 倒 ? 

OMEGA : 1D eresse 

LAMBDA: 无 论 事实 如 何 ,这 一 点 Omega 无 疑 已 说 服 了 我 ,要 


”答案 就 在 著名 的 帕 普 斯 古代 探 试 法 中 ,此 种 探 试 法 具 适 合 于 发 现 “ 终 极 的 " “最终 
的 "真理 , 即 发 现 包 含 充分 必要 条 件 的 定理 。 对 “证 明 题 ”" 而 言 , 此 一 探 试 法 的 主要 规则 是 : 
“如 你 有 一 猜想 ,由 它 引 出 推论 。 如 你 得 到 已 知 为 假 的 推论 ,猜想 便 为 假 。 如 你 得 到 已 知 为 
真 的 推论 ,倒转 次 序 重 推 , 若 猜 想 能 从 此 一 真 推论 中 引出 , 则 其 为 真 .”( 参 见 希 斯 [1925], 第 1 
卷 ,第 138 一 139 À.) “原因 等 于 结果 ”(causa aequat. ef fectu) 的 原理 和 对 于 包含 充分 必要 条 
件 的 定理 的 追求 , 均 由 这 种 传统 而 来 。 只 是 到 了 17 世纪 一 一 将 帕 普 斯 探 试 法 应 用 于 现代 
(modemm) 科 学 的 种 种 努力 悉数 付 诸 东 流 一 一 追求 确定 性 才 压 倒 了 追求 终极 性 。 
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想 批判 地 改进 素 朴 猜想 ,单单 一 个 证 明 也 许 是 不 够 的 。 我 们 的 方法 
应 该 收入 他 的 孝 和 好 4 的 激进 版 ,因而 我 们 的 方法 应 叫做 “多 证 多 胸 ” 
ik mmm" ES’, 

MU: 不 好 意思 ,我 播 个 嘴 ,我 刚 把 你 们 的 讨论 结果 翻译 成 了 准 
拓扑 学 语言 : 引 理 并 人 法 得 到 了 一 个 收缩 序列 ,由 就 将 苞 旅 的 低 青 
之 论 成 逐 层 舱 套 而 成 ;在 隐藏 引 理 一 一 出 现 的 过 程 中 , 这些 论 域 经 
受 不 起 全 局 反例 的 不 断 攻 击 ,缩小 并 收敛 至 一 般 殿 : 我 们 且 把 这 极 
限 叫 做 “证 及 分 雁 氛 洪 司 ”"。 如 果 我 们 应 用 却 册 4 的 弱 版 本 ,这 范围 
便 又 在 局 部 反例 的 持续 压力 下 变 大 。 正 在 扩大 中 的 序列 便 再 次 趋 于 
一 极限 : d ELE DUE ES n MC DEBT ES HEEL". EHOCBOR ORB LB 
是 此 一 极限 域 ,也 可 能 是 极 狭小 的 (甚至 可 能 是 空域 ) 。 我 们 也 许 必 
须 构 想 出 更 次 人 的 诸 种 证 明 ,其 诸 论 域 形成 一 个 扩 兖 序列 ,包含 愈 
来 愈 多 的 顽抗 的 欧 拉 多 面体 ,它们 对 之 前 的 证 明 构成 局 部 反例 。 这 
些 论 域 , 就 它们 自身 而 言 是 极限 范围 ,又 会 收敛 至 一 个 二 重 极限 , 叫 
做 “ 蔷 办 送 种 的 形 膨 ”一 一 这 个 范围 便 是 最 终 的 探究 目标 。 

此 一 探 试 区 间 的 拓扑 学 将 成 为 数学 哲学 的 一 个 问题 : 这 些 序列 
是 无 限 的 吗 ? 它们 究竟 收敛 吗 ? 是 否 达 到 极限 ”极限 会 是 空 集 吗 ? 

EPSILON: 我 发 现 了 一 个 证 明 , 比 柯 西 证 明 更 深入 ,还 可 解释 
Omega 的 “大 星 状 十 二 面体 ”的 欧 拉 性 ! [825 ENT RER 。] 

OMEGA: 终极 的 证 明 到 来 了 ! 欧 拉 性 的 真正 本 质 此 时 此 刻 便 
可 揭示 开 来 ! 

老师 : 不 好 意思 ,时 间 不 够 了 : 只 好 下 次 讨论 Epsilon 这 个 十 分 
繁复 的 证 明了 @。 我 确实 瞧见 的 还 不 是 Omega 的 意义 上 的 终极 。 
是 吗 , Beta? 


(e) 不 同 证 明 得 出 不 同 定 理 
BETA: 从 这 场 讨论 中 ,我 学 到 的 最 有 意义 的 一 点 是 ,同一 个 素 


D + MAR: Epsilon 纸 条 里 的 内 容 于 后 面 的 第 2 章 揭晓 。 
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朴 猜想 的 不 同 证 明 可 引出 极为 不 同 的 定理 。 一 个 每 大 侯 DRE 
T8. HR TUE BEE BERE T ETARE. RERUN 
A): “APAE ERARE AE .” 现 在 我 们 又 已 知 了 两 条 过 然 
RER. TA HRA E AUEREA” LR TA EE 
ZEB BU. 3 个 证 明 、3 条 定理 ,来 自 共 同 的 祖先 0"。 可 
见 “ 底 胡适 珊 的 不 局 让 最 ?这 个 常用 表述 是 要 让 人 犯 糊涂 的 ,因为 它 
把 定理 形成 中 证 明 的 关键 角色 隐藏 起 来 了 @。 

PI; 不 同 证 明 间 的 区 别 远 比 这 深刻 得 多 。 只 有 素 朴 猜想 是 有 关 
多 面体 的 。 定 理 是 分 别 关于 柯 西式 对 象 Cobjects) .日 果 内 式 对 象 , 勒 
让 德 式 对 象 的 , 却 不 再 跟 多 面体 有 什么 关系 。 

BETA: 你 想 逗 大 家 开心 吗 ? 


O 欧 拉 猜 想 尚 有 许多 其 他 证 明 。 关 于 欧 拉 、 约 当 (Jordan) 、 庞 加 莱 证 明 的 详尽 的 探 
斌 法 讨论 , 见 拉 卡 托 斯 [1961]。 

O 上 庞 索 特 、 鲁 易 里 , 柯 西 . 施 坦 纳 、 克 赖 莱 都 以 为 不 同 证 明 是 在 证 明 同一 定理 :“ 避 龙 
忽 理 .” 引 一 部 标准 教科 书 的 典型 语言 :“ 这 个 定理 来 自 欧 拉 , 第 一 个 证 明 出 自 勒 让 德 ,第 二 
个 出 自 柯 西 .”( 克 赖 莱 [1827], 第 2 卷 ,第 671 页 ) 

当 记 过 侍 觉察 出 勒 让 德 证 明 不 仅仅 可 用 于 普通 凸 多 面体 时 ,他 差不多 就 注意 到 区 别 
T. AR 62 页 脚注 @。) 但 当 他 随后 对 比 勒 让 德 证 明和 欧 拉 证 明 ( 基 本 点 是 切 去 多 面体 
的 棱锥 角 , 最 后 得 出 一 个 四 面体 而 不 改变 欧 拉 示 性 数 ) 时 ,他 却说 勒 让 德 证 明 较 为 可 取 , 其 
理由 是 “简单 性 ”[1858]。“ 简 单 性 ”代表 18 世纪 的 严格 性 观念 : 思想 实验 的 清晰 性 。 他 不 
曾 想到 从 办 人 符 上 对 比 两 种 证 明 : 这 时 会 发 觉 欧 拉 证 明 更 优越 。( 事 实 上 , 欧 拉 证 明 没 什么 
错 。 勒 让 德 应 用 了 主观 的 那 时 代 的 严格 性 标准 ,忽略 了 客观 的 内 容 标准 。) 

BEE 暗中 批评 这 段 话 ( 没 提 庞 索 特 ) 时 一 一 指出 勒 让 德 的 简单 性 只 是 “ 虚 有 其 
表 ”, 因 为 它 预 设 了 大 量 的 球面 三 角 学 背景 知识 ([1812 一 1813a], 第 171 页 )。 但 鲁 易 里 也 
TB ECBI LER *3 CBE" iE 8759 48 [R] EN” CI] E3538 170 页 ) 。 

TES «DELA A RGB TRTEE ROTE HET LE RUE] ,并 同样 地 认定 一 切 证 明 都 在 证 明 同 一 
定理 [1826]。 唯 一 区 别 是 , 据 施 坦 纳 , s TR] HE BH UE DU b BP e RT EIE BEL E RT HIC T 
158 5 8 AAN E PPS CERES , DE, IRANE BIER EHER”, 

TIPS 20 岁 出 头 就 写 了 他 论 多 面体 的 [1813a], 远 在 他 的 严格 性 革命 之 前 。 在 其 论文 
第 二 部 分 的 引 论 里 ,他 重复 了 庞 索 特 对 于 欧 拉 证 明和 勒 让 德 证 明 的 对 比 ,这 不 能 看 做 是 错 
误 的 。 他 一 一 跟 大 多 数 同 时 代 人 一 样 一 一 没有 抓 住 不 同 证 明 在 深度 上 的 区 别 , 因 而 不 能 
认识 到 他 自己 的 证 明 的 真正 威力 。 他 以 为 ,他 还 是 只 给 出 了 局 一 定理 扮 曙 一 天 证 盟 一 一 
不 过 ,他 曾 十 分 急切 地 强调 ,他 得 到 了 一 个 相当 平常 的 概括 ,将 欧 拉 公 式 又 推广 到 某 些 多 
面体 类 。 

太保 内 是 认识 到 柯 西 证 明 举 世 无 双 的 深刻 性 的 第 一 人 (和 鲁 易 里 [1812 一 1813a], 第 
179 页 )。 
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PI. 不 ,我 会 曾 述 我 的 立场 。 但 我 会 在 一 个 更 宽泛 的 背景 下 阅 
述 一 一 我 要 来 一 个 稻 仿 之 形成 的 一 般 性 讨论 。 

ZETA: RRETHE PE TE. RUE Omega IAEA 4 极 
HEBEN EHER UL, 

老师 : 说 对 了 。 我 们 就 先 听 听 Zeta 处 理 内 容 问 题 的 方法 ,接着 
以 讨论 概念 形成 作为 我 们 的 争论 的 结束 吧 。 


7. 重 谈 内 容 问题 
(a) 素 朴 猜想 的 素 朴 性 


ZETA; 我 与 Omega 都 一 致 翡 叹 ,众多 的 怪物 排除 者 、 例 外 排除 
者 、 引 理 并 人 者 均 以 牺牲 内 容 为 代价 来 争取 确定 无 疑 的 真理 。 不 过 ， 
他 的 孝 风 4@ 只 要 求 有 同一 个 素 朴 猜想 的 更 深入 的 证 明 , 却 尚 嫌 不 
够 。 我 们 对 内 雁 的 寻求 任 什 么 该 局 限于 我 们 偶然 发 现 的 第 一 个 素 朴 
猜想 ? 我 们 探究 的 目标 任 什 么 是 “ 素 朴 猜想 的 范围 >? 

OMEGA; 我 不 听 你 的 。 我 们 的 问题 岂 不 就 是 控 据 V — E+ 
F = 2 的 真实 性 之 范围 ? 

ZETA. 才 不 是 ! 我 们 的 问题 是 找 出 一 切 可 能 出 现 的 多 面体 之 
VEF 间 的 关系 。 我 们 开始 时 对 V 一 巨 十 == 2 的 多 面体 较为 熟 
悉 , 这 纯 属 巧合 。 但 车 批判 地 探究 了 这 些 “ 欧 拉 ” 多 面体 , 便 会 明白 非 
欧 拉 多 面体 要 比 欧 拉 多 面体 多 得 多 。 何 不 寻找 V 一 已 十 下 一 一 6、.Y 一 
十 下 二 28.V 一 上 十 = 0 的 范围 ? 它们 不 也 同样 有 意义 吗 ? 

SIGMA: 不 错 。 我们 对 V 一 EE 十 = 2 关注 太 多 , 仅 因为 我 们 原 
来 以 为 它 真 。 现 在 我 们 知道 它 不 真一 -我们 必须 找到 一 个 更 将 刻 
BUEEETHIERI ooe 

ZETA. …… 那 将 不 那么 素 朴 oo 


DO 见 第 59 页 。 
© HE. 


$1€* - 69: 


SIGMA: ……. 将 是 在 意 多 面体 的 V.E、F 间 的 关系 。 

OMEGA; 冲动 什么 ? 我 们 先 解决 我 们 开始 即 着 手 解决 的 这 个 
稍微 谦虚 点 儿 的 问题 吧 : 解释 为 何 一 些 多 面体 是 欧 拉 多 面体 。 直 到 
现在 我 们 也 不 过 得 到 了 些 片面 解释 。 比 如 ,迄今 发 现 的 证 明 没 有 一 
个 解释 得 了 ,为 何 一 前 一 后 都 有 一 个 环 状 面 的 画 框 是 欧 拉 多 面体 
(图 16)。 它 有 16 个 顶点 .24 条 楼 、10 个 面 …… 

THETA: 它 确 然 不 是 一 个 柯 西 多 面体 : 它 有 隧道 ,有 环 状 面 ……… 

BETA: 但 却 是 欧 拉 多 面体 ! 多 么 不 合理 啊 ! 仅 有 一 处 过 失 的 一 个 
多 面体 一 有 隧道 而 无 环 状 面 (图 90— 3E (148 
大 到 要 被 逐 出 羊 群 ,而 有 双 倍 过 失 的 多 面体 一 
还 有 环 状 面 (图 16) 一 一 却 可 接纳 入 羊 群 里 吗 0? 

OMEGA: 这 不 ,Zeta, 我 们 关于 欧 拉 多 面体 
的 疑问 还 多 着 呢 。 在 我 们 前 行 至 更 一 般 性 的 问 
题 前 ,我 们 先 要 把 它们 解决 掉 。 , 85 

ZETA; 非 也 ,Omega。“ 多 一 些 问题 或 许 比 只 有 一 个 问题 还 更 
好 回答 。 一 个 野心 更 大 的 新 问题 或 许 比 原 问题 更 易 处 理 .”@ 实 在 说 
来 ,我 正 是 要 给 你 阐明 ,你 那些 狭小 .偶然 的 问题 非得 在 解决 更 广泛 、 
更 本 质 的 问题 后 方 有 眉目 。 

OMEGA 但 我 渴望 控 据 欧 拉 性 的 秘密 啊 ! 

ZETA: 我 理解 你 的 抵触 情绪 。 你 想 找 出 上 帝 在 何 处 为 欧 拉 与 
非 欧 拉 多 面体 划 界 ,你 深 爱 这 个 问题 。 但 是 ,根本 没有 理由 相信 “ 欧 
拉 多 面体 ”一 词 出 现在 上 帝 的 宇宙 蓝图 中 。 如 果 欧 拉 性 仅仅 是 一 些 
多 面体 的 偶然 性 质 呢 ? 此 时 ,要 找 出 欧 拉 与 非 欧 拉 多 面体 间 随 机 的 
蚁 蚜 曲 折 的 分 界线 , 便 是 没有 意义 的 ,甚至 不 可 能 的 。 然 而 如 此 的 坦 
白 却 可 予 理性 主义 一 清白 之 身 ,因为 此 时 欧 拉 性 便 不 是 理性 的 字 宙 


”这 个 问题 , 鲁 易 里 注意 到 了 ([1812 一 1813aj, 第 189 页 ), 赫 塞 尔 [1832] 也 独立 地 注 
意 到 了 。 在 赫 塞 尔 的 文章 中 ,两 种 画 框 的 图 是 相互 毗连 的 。 亦 参见 第 84 页 脚注 四。 
@” 波 利 亚 称 此 为 “发 明 者 的 悖 论 ”([1945], 第 110 页 ) 。 
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设计 的 一 部 分 了 。 所 以 ,我 们 还 是 忘掉 它 吧 。 批 判 理性 主义 的 要 点 
之 一 , 便 是 人 总 是 在 求解 的 过 程 中 ,有 准备 地 放弃 他 的 原始 问题 ,而 
代 之 以 另 一 个 问题 。 


= (b) 作为 多 证 多 驱 法 之 基础 的 归纳 


SIGMA; Zeta 之 言 其 是。 真是 场 灾难 啊 ! 

ZETA; 灾难 ? 

SIGMA: 一 点 不 差 。 你 现在 想 要 一 个 新 的 “ 素 朴 猜想 ,关于 在 
妃 多 面体 的 V.E.F 间 的 关系 的 ,不 是 吗 ? 根本 不 可 能 ! 看 看 这 一 
大 堆 反 例 吧 。 带 空 腔 的 多 面体 、 带 环 状 面 的 多 面体 、. 带 隧道 的 、 在 棱 
与 顶点 处 相连 的 ……. VY 一 三 十 忆 可 取 完 全 任意 之 值 ! 你 在 这 场 混乱 
中 理 不 出 任何 秩序 ! 我 们 离开 了 欧 拉 多 面体 脚下 的 坚实 土地 , 却 去 
找寻 沼泽 烂泥 地 ! 我 们 已 失去 了 一 个 素 朴 猜想 ,再 也 无 法 弥补 ,再 也 
没有 希望 获取 另 一 个 猜想 了 ! 

ZETA, 可 是 …… 

BETA: 赁 什么 不 能 ? 回想 起 我 们 的 顶点 .楼 、 面 之 数目 表 , 即 
使 包含 最 寻常 的 凸 多 面体 ,也 仿佛 绝望 似 地 混乱 不 堪 @。 我 们 失败 
了 许多 次 ,都 不 能 将 它们 纳入 一 个 公式 @。 可 是 ,突然 出 现 的 支配 着 
它们 的 这 条 真正 的 规律 ,一 下 子 把 我 们 震撼 了 : V — E--F = 2, 


D RAI: 我 们 进 教室 之 前 ,课堂 上 便 讨论 过 这 张 表 。 
Q 58576 页 脚注 @。 这 张 表 借 自 波 利 亚 [195 外 ,第 1 卷 ,第 36 页 。 
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KAPPA[Z#A Ji 真正 的 规律 ?? 一 个 十 足 的 错误 的 滑稽 表 
RTE. 0 

BETA: 我 们 现在 要 做 的 ,只 是 去 以 非 欧 拉 多 面体 的 数据 把 我 
们 的 表格 补充 完整 ,并 去 寻求 一 个 新 公式 : 通过 耐心 而 勤奋 的 观察 ， 
加 上 些 运气 成 分 ,我 们 总 会 突然 发 现 那 正确 的 公式 ;随后 我 们 可 再 次 
应 用 多 证 多 驶 法 来 改进 它 ! 

ZETA; 耐心 而 勤奋 的 观察 ? 一 个 接 一 个 地 尝试 公式 ? 也 许 你 
会 发 明 出 一 个 猜测 机 ,由 它 产 生 随 机 的 公式 ,然后 比 对 你 的 表 来 检验 
它们 ? 这 便 是 你 对 科学 进步 的 看 法 ? 

BETA: 听 不 懂 你 的 挖苦 话 。 不 论 我 们 在 发 现 一 个 素 朴 猜想 之 
后 做 了 多 少 "多 证 多 驭 ”的 批判 方法 ,但 我 们 最 初 的 知识 .我 们 的 素 朴 
猜想 ,只 能 从 勤奋 的 观察 和 意外 的 顿悟 而 来 ,对 于 这 一 点 想必 你 该 同 
意 吧 ? 任何 演绎 的 方法 都 必须 从 一 个 归纳 的 基础 出 发 ! 

SIGMA: 你 的 归纳 法 永 无 成 功 之 日 。 我 们 只 不 过 得 到 了 了 一 
EF = 2, 因为 我 们 的 原始 表 中 恰好 没有 画 框 和 海胆 。 既 然 这 一 历 


KAPPA[ 蒋 后]: + 或 说 上 帝 恩 赐 的 引导 ……， 
SIGMA: +e CRÉÉ , 你 便 永 不 能 把 秩序 从 混乱 不 堪 中 “ 归 
纳 " 出 来 。 我 们 曾 以 长 久 的 观察 和 走运 的 顿悟 为 起 点 一 一 但 失败 了 。 


。72。 WAÄHAR 


如 今 你 提议 说 要 以 更 长 久 的 观察 .更 走运 的 顿悟 再 次 开始 。 纵 使 我 
们 得 到 了 一 个 新 的 素 朴 猜想 一 一 我 倒 怀疑 能 否 如 愿 


以 同样 的 混乱 告终 。 

BETA; 也 许 我 们 该 把 研究 统统 放弃 了 ? 我 们 只 可 重新 开 
tá [ NER = 行 [FI 

ZETA; 不 对 ,Beta。 我 与 Sigma 是 一 致 的 一 一 所 以 我 不 会 再 以 
一 个 新 的 素 朴 猜想 作为 起 点 。 


BETA: 如 若 没有 归纳 得 来 的 低层 次 的 概括 作为 素 朴 猜 想 , 你 
又 想 从 何 处 开始 ? 难道 你 另 有 一 开始 之 法 ? 


(c) 演绎 的 猜测 VS. 素 朴 的 猜测 


ZETA: 开始 ? RAAEN? 当 我 发 现 (或 发 明 ) 一 个 问题 
时 ,我 的 心里 并 非 空空 如 也 的 。 

EM: 别 开 Beta MEET. DEEE. SATA AIDANT, BE 
i HAL, À MÀAEBI AER, BER LUE DAME PART 党 
BOXE V = E HHE S" O dfc ENT FF? 

ZETA: 首先 ,我 未 获得 政府 授权 去 领导 一 项 大 规模 的 多 面体 
普查 ,也 没有 研究 助手 的 大 军 , 来 数 多 面体 的 顶点 、 棱 和 面 , 并 用 数据 
制 成 表格 。 纵 然 我 有 , 我 也 没有 耐心 一 一 或 兴趣 一 一 去 尝试 一 个 一 
个 的 公式 ,看 看 哪个 是 符合 的 。 

BETA: 那 要 怎么 样 ? 你 要 高 卧床 头 , 紧 财 双眼 ,将 这 些 数据 束 
之 高 阁 ? 

ZETA: 正 是 如 此 。 我 需要 以 一 个 观念 开始 ,而 非 如 此 这 般 的 
数据 。 

BETA: 你 又 从 何 处 获得 你 的 观念 呢 ? 

ZETA: 我 们 系统 表述 问题 时 ,想法 便 存 于 我 们 的 心里 了 : 说 实 
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在 的 , 它 正 存 于 问题 的 系统 表述 当中 。 

BETA: 什么 观念 ? 

ZETA: 即 对 多 边 形 来 说 ,有 V = E. 

BETA: 于 是 怎样 ? 

ZETA. 问题 从 不 凭空 而 生 , 总 是 跟 我 们 的 背景 知识 相关 。 我 
们 知道 ,对 多 边 形 有 Y = E. 可 以 认为 ,一 个 多 边 形 是 单单 一 个 多 边 
形 构 成 的 多 边 形 系统 。 而 一 个 多 面体 是 不 止 一 个 多 边 形 构成 的 多 边 
形 系统 。 可 对 多 面体 而 言 , V 关 E。 从 单 多 边 形 系 统 转 到 多 多 边 形 
系统 的 过 程 中 ,关系 V = 上 在 哪 一 处 失效 了 呢 ? 我 不 去 收集 什么 数 
据 , 我 要 跟踪 这 问题 是 如 何 由 我 们 的 背景 知识 而 生 ; 即 是 说 ,问题 的 
出 现 ,究竟 是 因为 什么 样 的 期 望 落 了 空 呢 ? 

SIGMA; 言 之 有 理 。 就 按 你 的 建议 办 。 对 任 一 多 边 形 , 有 玉 一 
V=0 (图 17(a))。 如 我 把 另 一 多 边 形 接合 上 去 (不 一 定 在 同一 平面 
内 ), 会 有 什么 情况 发 生 ? 后 加 的 多 边 形 有 mn 条 边 、n 个 顶点 ;现在 
WE n 条 边 、 十 1 个 顶点 的 链 , 把 它 接合 到 原 多 边 形 上 ,我们 便 将 
边 数 增加 了 m 一 ni > 将 顶点 数 增加 了 zn 一 (ni +1); 即 ,在 新 的 二 多 
边 形 系统 中 , 边 数 便 对 顶点 数 有 一 个 超出 量 ; E 一 V = 1 (图 17(b); 
一 个 不 常见 却 完全 正当 的 接合 法 见 图 17(c))。 将 一 个 新 面 “接合 ” 
到 系统 上 便 总 是 将 原先 的 超出 量 增加 1, 或 者 说 ,对 于 如 此 建立 的 下 
多 边 形 系统 , 便 有 EE 一 V 一 F 一 1。 

ZETA. 移 项 便 得 V 一 E 十 F — 1, 

LAMBDA: 但 这 对 大 多 数 多 边 形 系统 而 言 皆 不合。 比如 拿 立 
方 体 来 说 sun. : 

SIGMA: 我 的 构造 法 只 可 得 到 “ 开 ” 多 边 形 系统 一 一 以 边 的 环 
路 为 界 ! 但 不 难 扩 展 我 的 思想 实验 ,形成 “ 闭 ” 多 边 形 系统 而 去 掉 这 
样 的 限制 。 实 现 这 闭合 性 的 方法 , 便 是 为 一 个 瓶 状 的 开 多 边 形 系统 
盖 上 多 边 形 盖子 : 将 这 样 的 盖子 多 边 形 接 合 上 去 , 便 将 下 增加 1, 而 
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(a) (b) (c) 
F 17 

ZETA: 这 不 就 是 说 , 若 闭 多 边 形 系统 一 一 或 谓 闭 多 面体 一 一 
照 这 样 的 方式 构造 , 便 有 站 一 下 十 下 = 2: 你 未 “观察 ”任何 多 面体 的 
项 点. 棱 、 面 之 数目 , 便 得 到 了 这 个 猜想 ! 

LAMBDA 而 此 时 你 不 从 “归纳 的 起 始点 "出 发 , 亦 可 应 用 多 证 
EREET. 

ZETA: 有 一 点 区 别 ,就 是 你 不 需 构 思 出 一 个 证 明 一 一 证 明 就 
在 那儿 ! 你 可 立马 继续 多 次 反驳 \ 证 明 分 析 、 定 理 形成 之 工作 。 

LAMBDA: 那么 ,你 的 方法 里 一 一 不 是 观察 一 一 是 证 明 在 素 朴 
猜想 之 先 了 1! 

ZETA: 哦 ,对 于 从 证 明 发 展 出 来 的 猜想 ,我 不 会 叫 它 “ 素 朴 
的 ”。 在 我 的 方法 里 没有 归纳 素 朴 的 位 置 。 | 

BETA: 反对 ! 你 不 过 是 人 迫使“ 素 朴 的 ?归纳 起 点 往 后 退 罢 了 ， 
你 的 起 点 是 “对 多 边 形 有 V = E”。 这 一 点 你 难道 不 是 以 观察 为 基 
础 的 ? 

ZETA: 我 跟 大 多 数 数学 家 一 样 , 连 数 数 也 不 会 。 我 只 是 使 尽 
力气 把 七 边 形 的 边 和 顶点 数 了 数 , 我 先是 发 现 有 7 条 边 、8 个 顶点 ， 
第 二 次 又 发 现 有 8 条 边 、? 个 顶点 …… 

BETA: 别 六 着 玩 儿 了 ,你 到 底 如 何 得 到 六 = E? 


D 这 给 第 5 页 脚注 中 加 了 一 层 重 要 限制 。 
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ZETA: 当 我 第 一 次 意识 到 对 于 三 角形 有 V 一 E = 0 时 ,我 曾 深 
深 地 为 其 震撼 。 我 当然 很 清楚 ,对 于 一 条 边 ( 线 ) 有 V 一 E 二 1( 图 18 
(a))。 我 也 知道 把 新 边 接 合 上 去 的 结果 ,总 是 让 顶点 数 与 边 数 各 增 
加 一 (图 18(b) 及 18(c))。 何 以 在 多 边 形 的 边 系统 中 有 V 一 E = 0? 
接着 我 悟 及 ,这 是 由 于 从 一 个 开 的 边 系统 (以 两 顶点 为 界 ) 转 到 了 闭 
的 边 系 统 ( 没 有 这 样 的 界限 ): 因为 我 们 把 一 条 边 接 合 上 去 而 盖 合 了 
开 系统 , 却 没有 增加 新 的 顶点 。 所 以 ,我 是 证 明 而 非 观 察 到 了 ,对 多 
边 形 有 V 一 E = 0。 


(a) (b) (c) 
图 18 . 19 


BETA: 你 的 巧妙 构思 并 没有 对 你 有 所 帮助 。 你 仅 迫 使 归纳 的 
起 点 进一步 往 后 退 了 : 现在 退 到 了 这 个 命题 上 ; 对 任 一 边 吧 有 了 一 
E = 1. Af Re üEBR Ez RO, MERE A HE? 

ZETA. 我 是 证 明 的 。 我 自然 明白 , 单 有 一 个 顶点 则 六 = 1 
(图 19) 。 我 的 问题 便 是 要 构造 一 个 类 似 的 关系 ……. 

BETAL Æ]: 对 于 一 点 有 V = 1, HORIS IEEE 出 来 
au? 

ZETA. 众 难 道 是 观察 出 来 的 吗 ? LÉ, Pi): 我 是 不 是 
要 告诉 他 ,我 的 “归纳 的 起 点 ”是 真空 ?我 从 “观察 ” 诀 无 开始 ? 

LAMBDA: 不 论 事实 怎样 ,有 两 点 已 水 落石 出 了 。 第 一 ,Sigma 
WET AIZIR ER EH FELGA : 面 对 着 实际 中 混 
乱 不 堪 的 事实 , 谁 都 几乎 不 可 能 把 它们 纳入 一 个 漂亮 的 公式 中 。 此 
后 Zeta 说 明了 , LERMA, BIRERE ERIRE 
AFBURCRSESEIH AN 3: ME . 

BETA: 反对 ! 又 该 怎么 解释 那些 天 曾 被 证 明 占 先 (甚至 断后 ) 
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的 著名 猜想 , 比如 四 色 猜 想 : 4 种 颜色 便 足 以 绘制 任 一 张 地 图 ,以 及 
哥 德 巴赫 (Goldbach) 猜 想 ? 只 是 由 于 历史 巧合 ,证 明 方 可 在 定理 之 
先 ,Zeta 的 “演绎 猜测 ” 方 可 进行 : 否则 素 村 归纳 猜想 便 是 首 当 其 
冲 的 。 

老师 : 夯 个 探 试 模式 我 们 确实 都 必须 学 学 了 : RAAN ER 
RER BRIAN AARNE. PERAR HAREA 
W: HRNEELPDEIENTFFERN ! 

BETA: 但 我 们 是 通过 为 幼 才 发 现 的 素 朴 猜 想 啊 !“ 即 是 说 , 它 
由 观察 所 诱发 ,由 特殊 例子 所 点 明 …… 而 在 我 们 已 检验 过 的 特殊 例 
子 中 ,我 们 可 以 分 出 两 类 来 : 一 类 是 先 于 猜想 之 形成 与 表述 的 ,一 类 
EERETERN. MERKT MR BER T RAAHE. M 
种 情况 均 提 供 了 猜想 与 事实 ? 间 的 某 种 联系 ……”@ 这 一 双重 联系 
便 是 归纳 的 核心 : WIE PCIE IT TRO: ;后 者 产生 归纳 核 正 ,或 称 
AREH 。 

老师 : 错 ! 事实 决 不 诱发 猜想 , 亦 不 支持 其 有 效 性 ! 

BETA: 那么 ,如 不 是 我 那 张 表 里 列 出 的 事实 的 话 ,又 是 什么 诱 
发 了 我 的 V 一 EE 十 下 二 2 的 想法 ? 

老师 : 我 这 就 告诉 你 。 你 自己 曾 说 ,你 为 把 它们 纳入 一 个 公式 ， 
曾 多 次 受挫 @。 当 时 的 事实 情况 是 : 你 先 有 三 四 个 猜想 ,很 快 一 个 接 
一 个 都 被 驶 倒 。 你 的 表 便 是 在 检验 和 反 驶 这 些 猜 想 的 过 程 中 逐渐 制 
作 的 。 这 些 已 经 完结 并 遭 今 人 遗忘 的 猜想 诱发 了 事实 , 却 非 事实 诱 
AIT. RIBET ENTRÉE: RII UREI EHE], 8:38 
HEURE, SN SERRES. EM iR 
你 是 从 你 的 表 中 通过 归纳 得 到 它们 的 , 若 你 相信 表 越 长 , 表 所 诱发 而 


D 波 利 亚 [1954], 第 1 卷 ,第 5 页 和 第 7 RMKK). 

© 见 前 文 ,第 70—71 页 。 

© 这 种 试 试 错 错 的 情景 由 波 利 亚 漂 亮 地 重建 起 来 。 第 一 个 猜想 是 下 随 立 增加 。 此 
被 驶 倒 后 ,又 有 另 两 个 猜想 跟 来 : E Pi F Hm E BEV 增加 。 第 四 个 是 获胜 的 猜想 : FHV 
Bá E 3830 ([ 1954], 555 1 卷 ,第 35—37 页 )。 
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后 支持 的 猜想 便 越 多 ,你 便 会 在 搜集 不 必要 的 数据 上 浪费 时 间 。 而 
且 , 因 为 你 被 灌输 了 发 现 的 途径 是 由 事实 到 猜想 .由 猜想 到 证 明 的 观 
念 (归纳 的 神话 ) ,你 便 会 把 探 试 法 的 另 一 条 路 忘 得 一 干 二 净 : 演绎 
猜测 9。 

BF IRA -I PIFRE R A EM — PTE À EP 8H 
AH, MER PT A BP LL KC IIS RE, EN EBEN KRÁE . Pla] 
的 一 一 重要 一 一 区 别 在 于 两 者 的 猜想 .证 明 ( 或 在 科学 中 是 解释 )、 反 
例 的 性 质 不 同 2。 

BETA: 我 明白 了 。 于 是 ,我 们 的 素 朴 猜想 便 不 是 有 史 以 来 的 
锚 一 个 猜想 , 便 不 是 由 坚实 的 、 非 猜想 性 的 事实 根据 所 “诱发 ”; EZ 
前 已 有 许多 “前 素 朴 ”的 猜想 和 反驳 了 。 猜 想 与 反驳 的 逻辑 没有 起 
点 一 一 但 证 明 与 反 驶 的 逻辑 却 有 : 自 第 一 个 由 思想 实验 断后 的 素 朴 
猜想 开始 。 

ALPHA: 也 许 吧 。 但 如 此 说 ,我 当初 便 真 不 该 叫 它 “ 素 
朴 的 ?@1! 

KAPPAĻŽA ]: 即使 在 探 试 法 中 , ERA SEE BU RATE 3x 
回 事 ! 

BETA: 主要 是 需 从 试 试 错 错 的 阶段 中 摆脱 出 来 , 愈 快 愈 好 , 接 
着 迅速 转 到 思想 实验 上 去 , 别 过 于 对 “事实 ” 抱 有 “归纳 ”的 尊敬 。 这 
样 的 尊敬 会 妨碍 知识 的 发 展 。 设 想 你 已 通过 试 试 错 错 得 到 了 这 个 猜 
dH: V—E+F=2, 但 因为 观察 到 对 画 框 有 V 一 EE 十 下 二 0, 它 又 马 


DO 另 一 方面 ,因为 数学 通常 用 演绎 的 表述 法 ,有 些 人 又 相信 发 现 之 路 径 是 从 公理 和 
(或 ) 定 义 到 证 明和 定理 。 他 们 也 许 会 完全 忘掉 素 朴 推测 的 可 能 性 和 重要 性 。 实 际 上 ,在 
数学 探 试 法 里 ,演绎 主义 的 危险 性 更 大 ,而 在 科学 探 试 法 里 则 归纳 主义 的 危险 性 更 大 。 

Q ”我 们 把 数学 探 试 法 在 本 世纪 的 复兴 归于 波 利 亚 的 贡献 。 他 那 令 人 欣 羡 的 工作 的 
主要 特色 之 一 ,是 强调 科学 探 试 法 与 数学 探 试 法 之 间 的 种 种 相似 之 处 。 唯 一 可 能 是 他 的 
弱点 的 地 方 也 与 此 一 强项 联系 在 一 起 ; 他 从 不 怀疑 科学 是 归纳 的 ,而 由 于 他 正确 认识 了 
科学 探 试 法 与 数学 探 试 法 之 间 深 刻 的 类 似 ,他 便 不 由 自主 地 以 为 数学 也 是 归纳 的 。 同 样 
的 情况 早先 也 在 庞 加 莱 身 上 发 生 过 ( 见 其 [1902], 引 言 ), 亦 曾 发 生 在 弗 雷 吹 (Fréchet) 身 上 
( 见 其 [1938])。 

© 见 前 文 , 第 39 一 40 页 。 
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FEBREAT. ERHALTE KHEIEN RER, 
你 便 会 继续 进行 前 素 朴 的 试 试 错 错过 程 , 另 寻找 一 个 猜想 。 但 若 你 
采取 更 优秀 的 探 试 法 ,你 至 少 会 尝试 忽略 掉 不 利 的 观察 检验 ,而 万 
BUS CAO RAR : 如 柯 西 证 明 一 样 。 

SIGMA: 真是 混淆 黑白 ! AWEN RIK 

BETA. 赁 什么 把 柯 西 雁 骏 称 为 一 个 证 及? MAKER! 
听 好 。 你 由 一 个 素 朴 猜想 开始 : 对 所 有 多 面体 , V—E +F = 2, 接 
着 你 由 它 得 到 一 些 结果 :“ 若 素 朴 猜想 为 真 , 则 移 去 一 面 后 ,对 剩 下 的 
网 状 结构 有 站 一 下 十 下 = 1”;“ 若 此 结果 为 真 , 则 即使 三 角形 化 后 亦 
有 V 一 EE 十 F = 1”;“ 而 若 这 最 后 的 结果 为 真 , 则 当 三 角形 一 个 个 挪 
走时 , V 一 E 十 ==1 亦 一 直 为 真 ”;“ 此 若 为 真 , 则 对 单单 一 个 三 角形 
还 是 有 VV 一 E 十 F = 1" 

现在 ,这 最 后 的 结论 恰好 是 我 们 已 知 为 正确 的 。 但 如 我 们 曾 下 
结论 说 ,对 单单 一 个 三 角形 有 了 一 巨 十 下 = 0, 又 是 如 何 呢 ? 我 们 会 
立即 以 原 猜想 为 误 而 拒绝 接受 。 所 有 我 们 已 做 的 ,只 是 检验 了 我 们 
的 猜想 ; 由 它 得 出 种 种 结论 。 这 检验 似乎 是 确证 了 猜想 。 但 确证 并 
非 证 明 。 

SIGMA. 但 这 样 一 来 ,我 们 的 证 明 所 已 证 的 , 比 我 们 以 往 认为 
的 还 要 少 了 ! 于 今 我 们 不 得 不 把 过 程 倒 过 来 , 试 着 建立 一 个 朝 反方 
向 走 的 思想 实验 了 : 由 三 角形 返回 多 面体 ! | 

BETA. E#. HA Zeta 指出 了 ,解决 我 们 的 问题 ,可 以 不 
必 先 经 过 试 试 错 错 构 思 一 个 素 朴 猜 想 ,然后 检验 它 , 然 后 将 检验 
苏 倒 成 证 明 ,而 尽 可 直截了当 地 从 真正 的 证 明 开 始 。 要 是 我 们 
已 知悉 有 演绎 猜测 的 可 能 ,我 们 便 能 避免 所 有 这 些 伪 归 纳 的 睹 
摸 乱 撞 1 

KAPPA[ Z:Ej ]: 多 么 戏剧 性 的 三 百 六 十 度 大 转弯 啊 ! 批判 的 
Alpha 变 成 了 教条 主义 者 ,教条 主义 者 Delta 变 成 了 反 驶 主义 者 ,而 
现在 归纳 主义 者 Beta 变 成 了 演绎 主义 者 ! 
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SIGMA: 不 过 ,请 等 一 等 。 AURI APR PENI ASE Ti een 

BETA; 我 要 称 它 为 分 析 …… 

SIGMA, ……. TARERE FERNEN ER BUS SUR ------ 

BETA. 我 要 称 它 为 综 全 了 …… 

SIGMA: +- “分 析 定 理 ” 一 定 会 与 “综合 定理 ”完全 相同 吗 ? 
我 们 在 朝 反 方向 进军 时 ,可 以 使 用 不 同 的 引 理 啊 @! 

BETA: 如 果 它 们 不 同 , 便 优先 取 综 合 定理 , 而 不 取 分 析 定 
FE— — 5E 3E AMET RERE ,而 综合 却 要 证 及 。 | 

老师 : VERAT T EM ER Ede KRR ,似乎 已 震撼 全 
班 ,把 他 们 的 注意 力 都 转移 到 你 的 主 论点 上 了 : 即 , 若 我 们 的 猜想 已 
被 反例 驶 倒 , 我 们 不 妨 把 反 驶 搁 在 一 边 , 先 试 着 通过 思想 实验 来 检验 
猜想 : 如 此 ,我 们 便 可 能 会 偶然 碰 上 一 个 证 明 , 离开 试 试 错 错 的 阶 
段 ,而 转 到 多 证 多 驶 法 上 来 。 但 正 是 此 点 , 令 我 说 出 “我 愿意 着 手 ' 证 
明 ’ 一 个 错误 的 狂想” 的话 81 而 且 Lambda 也 在 其 都 入 1 HER 
说 ;:“ 如 你 有 一 猜想 , 即 着 手 证 明知 反 驶 它 。” 

ZETA; 是 这 样 的。 但 我 现在 要 给 Lambda 的 3 条 规则 和 
Omega (f A A 4 再 补充 一 条 : 

JAM S AGE — FI DI, DEA I DR EE RE AU TE HL ERA KG 
AE PE, fl B AFERRA f 

OMEGA: 你 现在 拉 伸 了 我 的 “深度 ”概念 一 一 也 许 你 是 对 的 。 
但 你 的 新 规则 的 实际 应 用 又 如 何 呢 ? 直到 现在 , 它 只 告诉 了 我 们 已 
知道 的 结果 。 马 后 炮 谁 都 会 放 。 你 的 “演绎 猜测 ”只 不 过 是 与 老师 原 
来 的 分 雁 相 对 应 的 综 人 对 而已。 不 过 现在 你 要 诚实 点 儿 了 一 一 你 必 
须 用 你 的 方法 来 找到 这 样 一 个 猜想 ,你 不 但 事先 不 知道 ,而 且 要 有 你 


D 据 帕 普 斯 探 试 法 ,数学 发 现 始 于 猜想 ,接着 是 分 太 BUS TEE ZH BUR EDS 
猜想 的 情况 ,接着 是 综合 ( 亦 参见 前 文 ,第 5 页 脚注 和 第 65 页 脚注 DD) 。 不 过 ,我 们 这 种 
版 本 的 分 折 - 综 合 是 在 改 浴 猜想 ,而 帕 普 斯 版 只 是 在 证 观 或 证 伪 它 。 

四 “参见 罗宾逊 (Robinson)[1936], 第 471 页 。 

© 见 前 文 ,第 20 页。 
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保证 过 的 内 容 的 增加 。 

ZETA. 好 。 我 就 从 我 其 思想 实验 引申 的 这 条 定理 开始 :“ 访 有 
ERE BIEN ABE 。” 

OMEGA: “EMK”? 

ZETA: 我 不 想 把 时 间 浪 费 在 一 证 多 驶 法 上 。 我 说 “正规 的 ”， 
就 是 指 采取 下 列 步 又 逐步 建立 起 的 所 有 多 面体 : 往 一 个 “完美 的 ”多 
边 形 上 : (a) 首先 接合 上 下 一 2 个 面 ,保持 V 一 下 十 之 值 不 变 ( 便 会 
得 到 开 正 规 多 面体 );(b) 然后 接合 上 最 后 的 实现 闭合 的 面 ,使 V 一 
EE 十 下 增加 1( 于 是 将 开 多 面体 变 成 尤 多 面体 )。 

OMEGA,“ 完 美的 多 边 形 ”? 

ZETA: 我 说 “完美 的 "多边 形 ,是 指 能 以 下 列 方法 逐步 建立 起 
的 多 边 形 : 首先 往 单个 顶点 上 接合 一 1 条 边 , 保 持 V 一 巨 不 变 ,然后 
再 接合 上 最 后 的 实现 闭合 的 边 ,而 使 了 一 已 减少 1。 

OMEGA: 你 的 闭 正规 多 面体 会 与 我 们 的 柯 西 多 面体 完全 一 
样 吗 ? 

ZETA; 现在 我 不 想 深 入 探究 。 


€ (d) 以 演绎 猜测 扩 增 内 容 


老师 : 预备 工作 已 足够 了 。 让 我 们 见识 你 如 何 演绎 吧 。 

ZETA: 好 的 ,先生 。 先 取 两 个 闭 正 规 多 面体 (图 20Ca)), 把 它 
们 洛 一 条 多 边 形 环 路 黏 在 一 起 , 于 是 相遇 的 两 个 面 便 消 失 了 
(E 20(b)) ,因为 对 两 个 多 面体 均 有 V 一 十 FF = 4, 故 在 结合 后 的 
多 面体 中 ,两 个 面 的 消失 便 修 复 了 欧 拉 公式 一 一 别 觉 得 吃惊 ,因为 有 
了 柯 西 证 明 , 新 多 面体 便 可 轻易 吹 胀 成 一 个 球体 ?。 故 而 欧 拉 公式 


D HAR: 此 一 推理 是 错误 的 ,虽然 结论 正确 。 黏 合 事实 上 造成 了 8 个 顶点 、12 
条 楼 、6 个 面 的 消失 。 欧 拉 示 性 数 便 移 因此 减少 了 2. (图 20(b) 中 ,要 假定 两 块 阴 影 面 完 
全 重合 , 需 颠 倒 其 中 一 个 半 画 框 的 倾斜 方向 ,从 而 使 宽 棱 与 窗 棱 相交 换 。 因 为 在 此 一 操作 
下 VE\ 下 都 不 改变 , 则 论证 实际 上 仍 可 通过 。) 
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在 这 黏合 检验 中 完全 站 得 住 脚 。 但 我 们 现在 要 试 一 试 双 面 秋 合 检 
验 : 把 两 个 多 面体 沿 两 条 多 边 形 环 路 “ 黏 ? 在 一 起 (图 20(c))。 于 是 
4 个 面 均 消 失 了 ,而 对 新 多 面体 即 有 站 一 巨 十 已 一 0。 


(a) 
图 20 


GAMMA; 这 是 Alpha HJE Al 4 ,那个 画 框 ! 
ZETA: 如 果 我 现在 再 把 另 一 正规 多 面体 (图 21(a)) * XX ili b 
合 ” 到 这 画 框 (图 20000 E, V — E-- F fi T — 2A 21(bD 


图 21 
SIGMA: 对 单 球 性 多 面体 有 V 一 EE 十 下 = 2, 对 双 球 性 多 面体 有 


V-E+F=0, 对 三 球 性 多 面体 有 V 一 EF 十 FF 二 一 2, Xn RELH 
WER V—E+F =2—2(n—1) … 

ZETA; eee 这 就 是 你 呈 给 诸位 的 内 容 空 前 .证 明 完 备 的 新 猜 
想 ,一 张 表格 都 不 曾 编 过 就 有 了 0。 


D 此 由 拉 什 希 (Raschig)[1891] 做 出 。 
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SIGMA: HART. Mal TAN S BHE, HT 
无 穷 多 的 新 反例 …… 

ZETA: 解释 完全 而 彻底 。 

RHO: 我 刚才 以 不 同 的 方法 得 到 了 相同 结果 。Zeta 的 方法 是 
从 两 个 欧 拉 多 面体 例子 和 人手, 然后 把 它们 转换 成 受 控 实 验 的 反例 。 
我 是 从 一 个 反例 入 手 , 然 后 把 它 转 换 成 一 个 例子 。 我 对 画 框 做 了 以 
下 的 思想 实验 ; 设 多 面体 是 由 某 种 材料 制 成 , 像 软 等 土 一 样 容易 切 
割 。 现 从 隧道 拉 一 根 线 过 去 ,然后 穿 出 黏土 。 多 面体 将 不 会 散 
架 ……2?d 但 它 已 变 成 一 个 熟悉 .简单 、. 球 性 的 多 面体 ! 不 错 ,我 们 将 
面 数 增加 了 2, 而 把 棱 数 和 顶点 数 都 各 增加 了 m 但 是 ,因为 我 们 知 
道 简单 多 面体 的 欧 拉 示 性 数 是 2, 则 原 多 面体 的 示 性 数 必 曾 是 0。 现 
在 ,如 果 需 要 做 更 多 这 样 的 切割 ,比如 nn 次 ,一 个 多 面体 才 可 化 为 简 
单 多 面体 ,其 示 性 数 便 是 2 一 2n。 

SIGMA: 真有 趣 。Zeta 已 告诉 我 们 , 证 的 并 不 一 定 有 猜想 才 可 
开始 ,我们 可 以 由 已 知 为 真 的 相关 命题 直接 构思 出 一 个 综合 , 即 一 
个 证 明 性 的 思想 实验 。 如 今 Rho X 368] $2135 7T 16 £238 38 RT BLAN 
需要 猜想 了 ,我 们 可 直接 着 手 一 一 华 半 结果 已 得 手 一 一 构思 出 一 个 
FAET , 即 一 个 检验 性 的 思想 实验 @。 

OMEGA: 但 不 管 你 走 哪 条 路 ,你 仍然 留 下 了 一 大 群 多 面体 尚 
未 解释 ! 根据 你 的 新 定理 ,所 有 多 面体 的 V 一 E 十 下 都 是 小 于 2 的 偶 
数 。 但 我 们 曾 瞧见 有 不 少 多 面体 的 欧 拉 示 性 数 都 是 奇数 。 比 如 说 ， 
饰 项 立方 体 ( 图 12) EHV-E+F=1- 

ZETA: 我 从 不 曾 说 过 ,我 的 定理 适用 于 一 切 多 面体 。 它 仅 适 
用 于 根据 我 的 构造 法 建成 的 毛 序 n 球 性 多 面体 。 我 的 构造 法 ,按照 


© Zmoppo[1879],58 102 页 。 

D 这 又 是 帕 普 斯 探 试 法 的 一 部 分 。 他 把 以 猜想 为 起 点 的 分 其 叫做 “更 讼 的 ”, 把 不 
以 猜想 为 起 点 的 分 析 叫 做 “ 息 疑 的”( 希 斯 (Heath)[1925], 第 1 卷 ,第 138 页 )。 前 者 涉及 
LE Je B b ROGRAEEE GE OBI. RE USCRIE [1945], 5$ 129 一 136 页 (“ 帕 普 斯 ”) 
及 第 197—204 页 (“ 倒 着 做 ”)。 


实际 情况 来 说 ,是 得 不 出 环 状 面 的 。 

OMEGA: 我 说 中 了 吧 ? 

SIGMA: 我 明白 了 ! 这 种 构造 法 也 可 以 推广 到 带 环 状 面 的 
多 面体 : 可 在 一 个 合适 的 证 明 引 生 的 多 边 形 系统 里 删 去 一 条 边 ， 
建立 起 一 个 环 状 多 边 形 , 而 不 减少 面 数 (图 22(a) 与 22(b))。 我 
倒是 猜测 ,也 许 亦 存在 “正规 ”多 边 形 系统 , 按 与 我 们 的 证 明 完 全 
一 致 的 方式 建立 起 来 ,而 我 们 可 从 中 删 去 不 止 一 条 边 , 面 数 仍 不 


减少 TP 


图 22 图 23 


GAMMA; 所 言 不 虚 。 且 看 此 “正规 ”多边 形 系统 (图 23(a)). 
你 可 删 去 两 条 边 , 而 不 减少 面 数 (图 23(b) ) 。 

SIGMA: Wi! 于 是 ,对 ?得 或 谓 n 维 连 通 的 一 一 多 面 
体 , 在 删 去 e 条 棱 后 , 面 数 不 减 少 的 情况 下 ,有 一 般 公式 


F 
V-E+F=2-2n-D+ Ďe. 
k=1 


BETA: 此 公式 可 以 解释 Alpha 的 饰 顶 立 方 体 ( 图 12) 。 那 是 个 
单 球 性 立方 体 (2 一 1) ,有 一 个 环 状 面 : 除 es 为 1 外 所 有 e, 均 为 0, 即 
Sle, = 1, MV—-E+F— 34 


SIGMA: 它 亦 能 解释 你 惊 呼 “多 么 不 合理 ”的 欧 拉 畸 形 物 , 有 两 
个 环 状 面 和 一 条 隧道 的 立方 体 ( 图 16)。 它 是 一 个 双 球 性 多 面体 


F 
(n=2), Ya = 2. 故 其 示 性 数 为 V 一 EE 十 二 2 一 2 十 2 — 2. SH 
k=1 


. 834. EPKER 


体 志 界 的 道德 秩序 终归 复原 了 9! 

OMEGA: 带 空 腔 的 多 面体 又 作 何 解 ? 

SIGMA: 我 知道 ! 若是 它们 的 话 只 需 把 每 一 个 分 离 表面 的 欧 
拉 示 性 数 加 起 来 就 行 了 
K F 
V—E--F— > (2-20y — D+ De). 

BETA; 那么 挛 生 四 面体 呢 ? 

SIGMA : 我 知道 ! PR 

GAMMA: 做 到 这 样 精确 到 底 有 什么 用 呢 ? 别 滔 滔 不 绝地 卖弄 
这 些 自命 不 凡 的 雕 虫 小 技 了 2! 

ALPHA: 为 何 他 应 该 停止 往 下 说 ? 难道 挛 生 四 面体 是 怪物 ,不 
是 名 副 其 实 的 多 面体 ? 一 个 挛 生 四 面体 作为 好 的 多 面体 ,丝毫 不 亚 
于 你 的 圆柱 ! BRRL ERFA O, RAESTE 


D “秩序 "复原 得 力 于 鲁 易 里 ,他 用 了 几乎 同样 的 公式 ([1812 一 1813a], 第 189 3D; 
亦 得 力 于 苞 塞 尔 ,他 用 笨拙 的 专门 公式 来 解释 欧 拉 多 面体 的 不 同 接合 法 ([1832], 第 19— 
20 页 )。 参 见 第 69 HAOD. 

从 历史 上 说 , 重 易 里 一 一 在 其 [1812 一 1813a] 中 一 一 曾经 设法 用 素 朴 猜测 来 概括 欧 拉 
AUR HAL FAR: V-E+F=2[LCC-T+D+ Cpi + bi + KO ], 此 处 ,C 为 空 
腔 数 ,7 为 隧道 数 , 户 为 第 ; ILE AEREVIUEK. RER ABEE MIETE, 
但 膀 道 似乎 就 把 他 打败 了 。 他 构造 这 个 公式 是 为 了 解释 他 的 3 种 “例外 ”; 但 他 的 例外 清 
单 是 不 完整 的 (参见 第 23 页 脚注 @) 。 而 且 , 此 一 不 完整 性 还 不 是 他 的 素 朴 猜 想 为 假 的 唯 
一 理由 : 因 他 失察 的 可 能 性 甚 多 , 空 腔 也 许 是 多 连通 的 ;在 有 分 贫 障 道 的 体系 中 ,多 面体 
的 隧道 数 便 也 许 无 法 单 值 地 确定 ;有 关 的 不 是 “内 隐 多 边 形 数 ” 而 是 环 状 面 数 (对 共有 一 棱 
的 两 个 相 邻 内 聊 多 边 形 来 说 ,他 的 公式 便 会 破产 )。 关 于 对 重 易 里 的 “归纳 概括 ”的 一 个 批 
评 , 见 李斯 本 (Listing)[1861] ,第 98—99 页 。 亦 参见 第 97 页 脚注 四 。 

© 19 世纪 有 相当 多 的 数学 家 被 这 类 内 容 上 的 平庸 增加 手段 弄 糊涂 了 ,确实 不 知道 如 
何 应 对 才 好 。 有 些 人 一 一 如 麦 比 乌 斯 一 一 运用 怪物 排除 定义 ( 兄 前 文 ,第 12 页 ); 还 有 些 
人 一 一 如 霍 否 一 一 运用 怪物 校正 。 霍 珀 的 [1879] 尤 其 透 圳 内情。 一 方面 ,他 急切 地 一 “ 腿 
许多 同 代 人 一 样 一 一 想 要 一 个 丢 备 赵 无 硫 复 加 的 “广义 欧 拉 公式 ”， 它 包罗 万 象 。 另 一 方 
面 ,一 碰 上 平庸 的 复合 物 ,他 就 长 缩 不 前 了 。 所 以 ,他 尽管 声称 自己 的 公式 是 “完备 的 一览 
无 余 的 ”, 却 又 慌乱 地 加 上 说 ,“ 特 殊 情 况 会 使 (构成 成 分 的 ) 点 查 成 为 不 确定 的 >( 第 103 页 )。 
这 就 是 说 ,如 果 哪 个 棘手 的 多 面体 还 能 打败 他 的 公式 , 便 是 数 错 了 它 的 构成 成 分 ,应 该 按 正 
确 的 眼光 来 校正 这 个 怪物 ; 例如 , 杰 生 四 面体 的 公共 顶点 和 公共 楼 就 一 定 要 看 两 祝 、 数 两 次 ， 
每 一 个 李 生 子 多 面体 亦 应 自 成 一 个 多 面体 (同上 )。 关 于 更 多 的 例子 ,参见 第 103 页 脚注 @。 

© 见 前 文 第 49—53 页 。 
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我 们 新 的 精确 了 ? 我 们 必须 让 定理 对 态 友 多 面体 适用 啊 一 一 我 们 
把 它 变 精确 ,是 要 增加 而 非 减 少 它 的 内 容 。 这 一 回 精确 是 个 优点 了 ! 

KAPPA; 无 聊 的 优点 与 无 聊 的 缺点 一 样 恶劣 ! 而 且 , 你 永 不 能 达 
到 完 会 斤 精 确 。 到 了 党 得 无 趣 不 想 继续 的 时 候 ,我 们 便 该 停 下 来 了 。 

ALPHA; 我 不 敢 苟 同 。 我 们 开始 于 

(1) 一 个 顶点 是 一 个 顶点 。 
我 们 由 此 条 推出 

(2) V = 对 所 有 的 完美 多 边 形成 立 。 
我 们 又 从 此 条 推出 

(3)V 一 上 十 下 二 1 对 所 有 正规 的 开 多 边 形 系统 成 立 。 
由 此 得 出 

(4)V 一 E 十 F = 2 对 所 有 正规 的 闭 多 边 形 系统 , 即 多 面体 成 立 。 
再 由 此 条 依次 得 到 

(5) V — EJ-F — 2 一 2(n 一 1) 对 正规 球 性 多 面体 成 立 。 

(6) V-E+F=2—2(n— DEXa 对 带 多 连通 面 的 正规 球 
性 多 面体 成 立 。 

(DV-EHF= 2 (2-20, — D+ Des) 对 带 多 连通 面 及 
空 腔 的 正规 球 性 多 面体 成 立 。 

起 点 虽然 平庸 ,但 这 些 难 道 不 是 奇迹 般 地 逐步 展露 了 它 隐藏 的 
财富 吗 ? 因为 (1) 为 真 已 毋庸 置 疑 , 故 余下 诸 条 亦 复 为 真 。 

RHOLEA ]. 隐藏 的 “财富 ”? 最 后 两 条 只 不 过 说 明了 概括 可 
变 得 何等 诬 价 而 已 91 

LAMBDA: 你 真 以 为 (1) 是 推出 余下 诸 条 的 唯一 定理 ?你 真 以 
为 演绎 可 以 扩 增 内 容 ? 

ALPHA: 那 是 当然 ! 这 岂 不 就 是 演绎 的 思想 实验 的 奇迹 吗 ? 


OQ £85 103—104 页 。 


+ 86" 证明 与 反 驶 


如 果 你 一 旦 掌握 了 一 小 点 真理 ,演绎 便 将 其 万 无 一 失地 扩展 成 一 棵 
知识 的 大 树 D。 如 果 演 绎 并 不 增加 内 容 , 我 便 不 叫 它 演绎 ,而 叫 它 
“验证 ”了 :“ 验 证 所 以 与 真正 的 证 明 不 同 , 正 是 因为 它 是 纯 分 析 的 , 且 
是 不 结果 实 的 ”®。 

LAMBDA; 但 是 演绎 的 确 不 能 扩 增 内 容 ! 如 果 批 评 揭示 出 结 
论 比 前 提包 含 更 丰富 的 内 容 , 我 们 便 必须 增加 前 提 的 数量 ,使 隐藏 引 
p EE dup d 

KAPPA; 并 且 , 正 是 这 些 隐藏 引 理 包含 了 诡辩 和 可 误 性 ,最 终 
稚 穿 了 演绎 不 可 错 之 神话 32。 

EM: 关于 Zeta 的 方法 ,还 有 什么 问题 ? 


** (e) 逻辑 的 反例 VS. 探 试 的 反例 


ALPHA: 我 喜欢 Zeta HH 5@ 一 一 就 像 我 喜欢 Omega HAE 
如 1 一样 8。 我 喜欢 Omega 的 方法 ,是 因为 它 物色 局 部 而 非 全 局 的 
反例 : 也 就 是 Lambda 原来 那 3 条 规则 @ 忽 略 掉 的 反例 ,它们 是 逻辑 
上 无 害 的 ,所 以 对 探 试 法 没有 意义 。 而 Omega 却 受 到 了 它们 的 激 
发 ,构思 了 几 个 新 思想 实验 : 这 是 我 们 的 知识 的 真正 进步 。 


@ 古代 哲学 家 们 毫 不 犹豫 地 把 猜想 从 它 的 很 平常 的 推论 中 演绎 出 来 (例子 可 见 我 
们 从 三 角形 到 多 面体 的 综合 性 证 明 ) 。 柏 拉 图 (Plato) 以 为 “ 仅 由 一 条 公理 也 许 就 足以 引 生 
整个 系统 ”。“ 通 常 来 说 ,他 以 为 单个 假说 就 其 自身 而 言 便 是 可 以 结 出 果实 的 ,他 在 他 的 方 
法 论 中 忽略 了 其 他 并 用 的 前 提 .”( 罗 宾 逊 [1953], 第 168 GO XXE R HEREN 
AU ROWE R BARER R RHE E BRE RENTEN CREER, RERFÉR 
TE. AR KEWR EAKA ERIC AIRE MERER ER N MERE FIL, 
REI DE RAR SORA AIRE AMIS MAMIE L£SMERES DT 
SUBOUR ,无关 紧要 ,然后 把 它们 打发 掉 一 一 同时 又 高 歌 多 产 的 非 形 式 逻 辑 之 不 可 错 性 。 

Q  HENE[1902],58 33 页。 

Q 19 世纪 中 叶 的 数学 批评 才 开始 搜捕 隐藏 引 理 ,这 与 稍 后 的 证 角 分 原 取 代 证 锚 、 
畜 疗 却 第 取代 态 纵 却 第 的 过 程 有 密切 关系 。 逻 辑 理 论 最 重要 的 发 展 通常 是 以 数学 批评 的 
发 展 为 先导 的 。 不 幸 的 是 ,即便 那 最 优秀 的 逻辑 史家 也 不 免 素 精 会 神 于 盗 短 再 沦 的 变化 , 
而 不 注意 它们 的 根源 是 在 郊 克 化 忆 为 变化 中 。 亦 参见 第 110 页 脚注 @。 

© 见 第 80 页 。 

© 见 第 59 页 。 

© 见 第 49 页 。 
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现在 Zeta 由 从 全 局 兼 局 部 的 反例 获得 了 灵感 一 一 这 些 反 例 , 从 
逻辑 的 观点 看 ,是 彻头彻尾 的 确证 ,从 探 试 的 角度 看 则 不 然 : 它们 虽 
然 是 确证 ,也 需要 人 们 的 实际 行动 。Zeta 提出 要 扩展 .复杂 化 我 们 
的 原 思 想 实 验 ,把 逻辑 确证 变 为 探 试 确证 ,把 逻辑 上 满意 的 例子 变 为 
从 逻辑 和 探 试 的 观点 看 都 满意 的 例子 。 

Omega 和 Zeta 都 在 追求 新 思想 ,而 Lambda 尤其 是 Gamma, 总 
是 全 神 贯 注 地 玩弄 语言 花招 ,来 处 理 他 们 的 全 局 而 非 局 部 的 反例 ,这 
些 反例 其 实 毫 不 相干 一 一 而 从 他 们 的 古怪 观点 来 看 ,这 些 反例 却 是 
仅 有 的 相关 者 。 

THETA: 所 以 逻辑 观点 便 是 “古怪 的 ”, 是 吗 ? 

ALPHA: 是 的 ,是 指 你 们 的 逻辑 观点 。 但 我 有 另外 的 话 要 说 。 
不 管 演绎 是 否 扩 增 内 容 一 一 你 们 听 好 了 ,当然 它 是 有 扩 增 之 效 的 一 一 
它 确 乎 看 起 来 为 知识 有 的 鞍 缕 发 展 提 供 了 担保 。 我 们 从 一 个 顶点 开始 ， 
让 知识 迅猛 而 协调 地 发 展 ,最 后 解释 了 一 切 多 面体 的 顶点 数 、 棱 数 、 面 
数 之 间 的 关系 问题 : 这 是 一 场 平淡 无 奇 的 没有 反驳 参与 的 发 展 ! 

THETAL/# Kappa dé |: 难道 Alpha 的 判断 力 已 衫 失 残 尽 了 
3? 起 点 是 一 个 条 个 ,怎么 会 是 一 个 顶点 2! 

ALPHA: 这 个 逐步 完成 而 不 可 抗拒 的 胜利 进军 将 引导 我 们 走 
向 这 样 的 定理 ,它们 “并 非 自明 ,而 只 能 由 对 过 程 的 每 一 步 都 一 清二 
楚 的 心灵 的 连续 无 干扰 的 活动 ,从 已 知 的 真 原理 中 演绎 出 来 "9。 想 
通过 “无 偏见 的 ”观察 和 刹那 间 一 闪 的 顿悟 来 得 到 它们 , 永 不 可 能 。 

THETA: 我 十 分 怀疑 有 没有 这 最 后 的 胜利 。 这 样 发 展 ,我 们 
永远 都 到 不 了 圆柱 一 一 因为 (1) 的 起 点 是 一 个 顶点 ,而 圆柱 却 没有 项 
点 。 我 们 也 永 不 能 到 达 单 侧 多 面体 和 多 维 多 面体 。 这 一 逐步 的 连续 
扩展 可 能 会 在 某 个 点 停 下 来 ,而 你 这 时 不 得 不 去 寻找 革命 性 的 新 起 
点 。 况 且 , 即 令 是 这 “和 平 的 连续 性 ”, 也 充满 了 反 驶 、 批 评 ! 假使 没 


D Alpha 看 来 确实 陷 和 人 了 演绎 探 试 法 的 雇 论 。 参 见 第 77 页 脚注 @。 
© f-FJLL1628 ]. XU II. 
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有 全 局 兼 局 部 反例 的 连续 压力 ,我 们 又 为 何 要 从 (4) 到 (5), 从 (5) 到 
(6) ,从 (6) 到 (7)? Lambda 只 承认 那些 全 局 而 非 局 部 的 反例 是 名 副 
其 实 的 反例 : CEAR TEKER., Omega 的 革新 一 一 Alpha 
表扬 得 好 一 一 还 要 把 局 部 而 非 全 局 的 反例 当 作 名 副 其 实 的 反例 : 它 
NRRTEHINALZHEZAZ., WS Zeta 让 我 们 其 至 承认 全 局 兼 
局 部 的 反例 是 名 副 其 实 的 反例 : CEH TERN RESUME: E 
Z 比如, 几 种 画 框 便 是 柯 西 定理 的 全 局 兼 局 部 的 反例 : 只 考虑 真实 
你 的 话 ,它们 自然 是 一 些 确证 一 一 车 虑 及 内 你 ,它们 便 是 反驳 了 。 
我 们 把 第 一 种 (全 局 而 非 局 部 的 ) 反 例 称 为 望 大 反 惫 BAUHERR BE 
TX fHl 。 但 我 们 承认 的 反 双 一 一 逻辑 的 或 探 试 的 一 -- 愈 多 ,知识 的 
发 展 便 愈 迅速 。Alpha 把 逻辑 的 反例 当 作 是 不 相关 的 ,又 坚决 拒绝 
承认 探 试 反 例 之 为 反例 , 因为 他 实在 是 太 沉 迷 于 他 的 观念 了 : 数学 
知识 的 发 展 是 连续 的 ,批评 则 不 起 作用 。 

ALPHA: 你 人 为 地 扩展 反驳 概念 和 批评 概念 ,不 过 是 要 为 你 的 
批判 的 知识 发 展 论 找 理由 。 语 言 花招 也 是 批判 哲学 家 的 工具 吗 ? 

PI. 我 党 得 ,讨论 一 下 概念 之 形成 也 许 能 帮 有 我 们 把 头绪 理 清 楚 。 

GAMMA: RATÉ EAST. 


8. 概念 的 形成 


(a) 以 概念 拉 伸 来 反 驶 。 重 估 怪 物 排 除 一 一 
RE ERSREZIHR 


PI. 我 想 首先 回 到 前 Zeta 甚至 前 Omega 的 阶段 ,看 看 定理 形成 
的 3 个 主要 方法 : 怪物 排除 .例外 排除 及 多 证 多 驱 法 。 每 一 个 方法 
都 以 相同 的 素 朴 猜想 起 头 , 而 以 不 同 的 定理 与 不 同 的 再 痊 矿 涩 结 
Æ. Alpha 已 经 勾勒 出 了 这 些 不 同 之 处 的 一 些 方面 ,但 他 的 叙述 不 
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能 令 人 满意 一 一 特别 是 关于 怪物 排除 与 多 证 多 驶 法 的 情况 。Alpha 
以 为 ,怪物 排除 定理 “在 语言 表达 式 与 素 朴 猜想 完全 相同 的 背后 隐藏 
了 ?对 素 朴 猜想 的 “一 个 本 质 改进 ”: 他 以 为 , Delta 逐渐 把 素 朴 多 面 
体 类 疏 综 成 了 清除 掉 非 欧 拉 怪物 的 类 了 。 

GAMMA: 这 个 叙述 有 什么 毛病 ? 

PI. 并 非 怪物 排除 者 改 纵 了 概念 一 一 是 反 驶 主义 者 扩展 了 概念 。 

DELTA: 同意 ! 同意 ! 

PI. 我 们 且 回 到 我 们 的 主题 的 最 早 的 探索 者 的 时 代 。 他 们 迷 上 
了 正 多 面体 的 漂亮 的 对 称 性 : 他 们 想 ,5 种 正 励 立体 便 保守 着 宇宙 
的 秘密 。 而 到 了 笛 卡 儿 - 欧 拉 猜 想 提 出 之 日 ,多 面体 的 概念 就 包括 了 
所 有 的 凸 多 面体 ,甚至 还 包括 了 一 些 征 多面体。 但 它 还 确 未 将 非 简 
单 的 多 面体 ,或 带 环 状 面 的 多 面体 包括 在 内 。 对 他 们 心中 的 多 面体 
2 UG ARE À, TUE CEE, 

接着 反驳 主义 者 来 了 。 他 们 具有 批判 的 狂热 ,他 们 拉 伸 了 多 面 
体 概念 ,把 与 预期 解释 截然 不 同 的 对 象 亦 包含 在 内 。 按 猜想 的 现 筋 
FFE CRI, EU SUBE NH MG i de AE COMME CA 
ERA. ENRE to , ETF RA 2568. I UEBIJERUR NT 
fF: 他 们 的 反 了 驶 只 不 过 揭示 了 一 个 新 猜想 的 虚假 性 ,这 个 新 猜想 谁 
也 没 提 到 过 或 想到 过 。 


O 欧 拉 [1758a] 的 图 6 是 几何 教科 书 上 出 现 的 第 一 个 四 多 面体 。 勒 让 德 在 其 
[1809] 里 谈 及 了 凸 四 多面体。 但 在 鲁 易 里 之 前 谁 也 不 曾 提 起 过 非 简单 的 叫 多 面体 。 

然而 ,也 许可 以 再 加 一 层 有 趣 的 限制 。 最 先 被 人 研究 的 一 类 多 面体 有 一 部 分 是 5 种 
普通 正 多 面体 和 棱锥 ,楼 柱 这 样 的 准 正则 多 面体 (参见 欧 几 里 得 )。 文 艺 复兴 以 后 ,此 一 类 
多 面体 沿 两 个 方向 扩展 了 。 一 是 正文 指出 的 : 把 所 有 凸 多 面体 和 某 些 轻微 叫 陷 的 简单 多 
面体 包括 进来 。 二 是 开 普 勒 的 方向 : 他 发 明了 正 星 状 多 面体 ,由 此 扩展 了 正 多 面体 类 。 
可 是 , 开 普 勤 的 创举 被 遗忘 了 ,只 有 等 庞 索 特 重 来 一 次 (参见 前 文 ,第 12 一 14 页 )。 欧 拉 肯 
定 是 梦 里 亦 不 曾 与 星 状 多 面体 相 会 过 的 。 柯 西 知道 它们 ,但 他 的 心 奇怪 地 隔离 成 两 半 了 : 
当 他 对 星 状 多 面体 有 了 一 个 有 趣 的 想法 时 ,他 便 发 表 出 来 ;但 当 他 就 自己 的 一 般 多 面体 定 
理 考 处 有 哪些 反例 时 ,又 忽略 了 星 状 多 面体 了 。 庞 索 特 年 轻 时 并 非 如 此 [1810] 一 但 后 
来 他 改变 了 想法 (参见 前 文 , 第 29 9D. 

可 见 ,Pi 的 说 法 虽然 在 探 试 法 上 是 对 的 ( 即 在 理性 的 数学 史 中 是 正确 的 ) ,但 从 历史 上 
说 却 是 错 的。 (我 们 不 必 为 此 担忧 : 实际 历史 往往 是 其 理性 重建 的 漫画 化 .) 
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HMM Delta! 他 英勇 地 保卫 了 多 面体 的 原初 的 解释 。 他 对 每 
一 反例 ,都 以 一 个 新 分 句 反 驶 之 ,以 保护 原始 概念 的 安全 …… 

GAMMA; 可 难道 不 是 Delta, 每 一 次 都 在 转换 立场 吗 ? TER 
们 何 时 造 出 一 个 新 反例 ,他 便 把 他 的 定义 变 得 更 长 些 ,而 亮 出 他 的 又 
一 个 “隐藏 ”分 句 ! 

PI. 真是 个 对 怪物 排除 的 奇怪 评价 ! 他 只 是 得 起 洋 包 灭 转 换 了 
立场 。 你 们 冤枉 了 他 ,说 他 在 顽固 地 辩护 一 个 观念 时 ,在 术语 运用 上 
H E E F (epicycles)。 他 不 幸 就 不 幸 在 自负 而 又 不 走运 的 
息 义 1:“ 多 面体 是 其 表面 由 多 边 形 面 组 成 的 立体 ”, 这 把 柄 马上 便 被 
反 驭 者 抓 住 了 。 但 勤 让 德 的 意思 只 是 想 包括 他 的 素 朴 多 面体 ;而 这 
个 定义 的 容量 远 远 过 了 头 ,其 提出 者 却 整 个 蒙 在 鼓 里 ,完全 不 曾 料 
及 。 数 学 界 虽 心甘情愿 地 忍受 这 个 畸形 的 内 容 , 它 自己 却 从 似 是 而 
非 .貌似 无 知 的 定义 中 慢 慢 地 摆脱 出 来 。 这 便 是 为 什么 Delta 不 得 
不 一 次 又 一 次 口吃 地 说 “我 的 意思 是 ……”, 且 不 得 不 总 是 把 他 没完 
没 了 的 “ 隐 含 ”分 句 一 个 个 明白 公开 出 来 : 这 都 因为 素 朴 概念 从 未 
清楚 地 确定 下 来 ,而 一 个 简单 却 畸 形 的 不 曾 预 期 的 定义 取代 了 它 。 
不 过 ,请 想象 一 个 不 同 的 情景 ,定义 正好 安置 了 “多 面体 ”的 预期 解 
释 。 这 时 ,就 轮 到 反 驶 者 去 构思 一 个 比 一 个 长 的 烃 物 包 信件 义 了 ， 
比如 说 ,为 “复合 多 面体 ”构思 定义 :“ 一 个 复合 多 面体 是 一 组 (真正 
的 ) 多 面体 ,每 两 个 多 面体 均 以 全 等 面 爆 在 一 起 .”“ 复 合 多 面体 的 
面 可 以 是 复合 多 边 形 , 即 一 组 (真正 的 ) 多 边 形 , 每 两 个 多 边 形 皆 以 
等 边 相 焊 接 。” 此 种 复 台 多 面体 正 对 应 着 Alpha 和 Gamma (f st bt 
引 生 的 多 雇 休 概念 一 第 一 个 定义 也 考虑 到 了 非 简单 的 多 面体 ， 
第 二 个 定义 也 考虑 到 了 非 单 连通 的 面 。 故 构思 新 定义 便 不 一 定 是 
怪物 排除 者 或 概念 保护 者 的 任务 一 一 它 亦 可 以 是 怪物 包含 者 或 概 
念 拉 伸 者 的 任务 .@ 


D ”怪物 包含 定义 的 一 个 有 趣 的 例子 是 庞 索 特 为 包公 重 下 的 定义 ,此 定义 将 星 状 多 
面体 也 收入 了 令 人 满意 的 凸 正 则 立体 类 之 中 [1810]。 
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SIGMA: 这 么 说 ,概念 和 定义 一 一 即 预期 的 概念 和 非 预期 的 定 
义 一 一 便 可 以 互相 捉弄 了 ! 我 做 梦 亦 不 曾 想到 ,概念 之 形成 还 会 落 
在 非 预期 的 宽泛 定义 之 后 ! 

PI: 会 的 。 怪 物 排 除 者 只 是 在 信守 原始 概念 ,而 概念 拉 伸 者 却 
把 它 扩 大 ; 妙 的 是 概念 之 拉 伸 是 和 护 鬼 崇 崇 地 进行 的 : 没有 人 发 觉 ,又 
因为 每 人 的 “坐标 系 ” 随 着 概念 的 扩大 而 扩展 ,他 们 便 不 免 要 误 信 和 怪 
物 排除 综 包 了 概念 ,而 成 为 这 一 探 试 法 错觉 的 牺牲 品 , 实 则 怪物 排 
除 一 直 保持 概念 不 变 。 

DELTA: 如 今 是 谁 做 学 问 不 诚实 了 ? BUT a Wc p 
立场 了 ? 

GAMMA: 我 承认 ,我 们 是 错 了 ,我 们 不 应 指责 Delta, 说 他 的 多 
面体 概念 上 暗中 被 收缩 : 他 所 有 的 6 个 定义 都 是 在 指 同一 个 他 祖传 的 
ZESIKANSHAME. MERZFIENFESERENIEE 
F, t IAE XB EAS IR] f EE BAS. ENHRRTTEERER SUA 
FERIEN. DHR ERN KIRE. 

DELTA: 你 的 意思 是 我 的 所 有 定义 都 是 逻辑 等 价 的 ? 

GAMMA: 那 是 依 于 你 的 逻辑 理论 而 定 的 。 依 我 的 逻辑 理论 看 
来 ,它们 便 自然 不 是 等 价 的 。 

DELTA: 你 这 个 回答 没有 什么 帮助 ,你 会 承认 的 。 不 过 ,请 告 
诉 我 你 驶 倒 了 素 朴 猜想 吗 ? 你 驳 倒 它 的 手段 只 是 鬼 鬼 内 内 地 牌 曲 它 
的 原 有 的 解释 ! 

GAMMA: Rf, RATER A 它 的 解释 之 富 于 想象 力 和 有 趣 ， 你 做 梦 
也 梦 不 到 ! ERNA-R, RAR TRE RRAIN 
展 起 主要 作用 的 反 改 之 间 的 区 别 才 量 露 出 来 。 如 果 你 拙劣 地 把 数 数 
错 了 ,发 现 “ 对 所 有 多 面体 有 V — E--F = 1", 我 随后 纠正 了 你 的 错 
误 , 我 也 将 不 会 称 它 是 “反驳 ”的 。 

BETA; Gamma 说 得 好 。 在 Pi 的 揭示 之 后 ,我 们 也 许 便 会 犹 琼 
是 否 把 我 们 的 “反例 ?叫做 逆 大 友和 幼 ,因为 按 猜想 的 预期 解释 ,它们 
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毕 竞 与 猜想 不 相 吻 合 ;但 它们 肯定 是 砍 试 反例 ,因为 它们 激励 知识 
的 发 展 。 若 我 们 过 去 接受 了 Delta 的 狭义 逻辑 ,知识 便 发 展 不 了 。 
现 姑且 假设 拘泥 于 狭隘 的 概念 框架 的 人 发 现 了 欧 拉 猜 想 的 柯 西 证 
明 。 他 发 现 这 一 思想 实验 的 所 有 步 又 都 可 轻易 施行 于 在 音 多 面体 
上 。 他 送 以 为 ,这 些 “ 事 实 ”: 所 有 多 面体 都 是 简单 的 ,所 有 面 都 是 单 
连通 的 ,是 显而易见 、 毫 无 疑问 的 。 他 从 未 意识 到 要 把 他 “显而易见 ” 
的 引 理 变 为 改进 后 的 猜想 的 条 件 ,以 逐步 建立 一 个 定理 一 一 因为 ,这 
中 间 缺 乏 作 为 刺激 物 的 反例 ,来 揭露 一 些 “ 平 常 的 真 ” 引 理 的 虚假 性 。 
这 样 他 便 以 为 “证 明 ” 毫 无 疑义 地 确立 了 素 朴 狂想 的 真实 性 ,其 确定 
性 便 姐 元 置疑 了 。 但 是 ,他 那 “确定 性 ” 离 成 功 的 征兆 还 远 得 很 ,而 不 
过 是 想象 力荐 乏 .概念 贫乏 的 症状 而 已 。 其 结果 , 便 是 自以为是 的 满 
足 , 及 知识 发 展 的 受阻 9。 


四 ”这 其 实 就 是 柯 西 的 情况 。 倘 使 柯 西 那 时 已 发 现 了 他 的 革命 性 的 例外 排除 法 ( 见 
前 文 ,第 55 一 57 页 ) ,他 便 有 可 能 会 去 搜索 例外 ,也 会 找到 一 些 。 但 可 能 只 是 稍 后 , 当 他 决 
心 清除 分 析 中 的 混乱 时 ,他 撞见 了 例外 问题 。( 似 是 鲁 易 里 最 先 注意 到 和 正视 了 ,这 样 的 
“混乱 ”并 不 限于 分 析 。) 

历史 学 家 们 ,如 施 坦 尼 获 在 其 [1914 一 1931] 中 ,通常 说 柯 西 注意 到 他 的 定理 不 是 普遍 
有 效 的 ,故而 只 就 妨 多 面体 加 以 陈述 。 不 错 , 柯 西 在 其 证 明 中 使 用 了 “多 面体 的 凸 表面 汪 - 
语 ([1813aj, 第 81 JO ,在 其 [1813b] 中 于 “立体 角 与 局 多 夯 供 的 若干 定理 ”的 总 标题 下 重 
述 了 欧 拉 人 定理。 不 过 ,大 概 是 想 抵 消 这 个 标题 ,他 尤其 强调 了 欧 拉 定理 对 在 条 多 面体 的 
fie ARTE CS 94 9 EE XD) ,而 把 另外 3 个 定理 (定理 通 及 其 两 个 推论 ) 明 确 针 对 卢 多 
面体 来 表述 (第 96 页 及 第 98 页 )。 

何以 柯 西 用 语 这 样 马虎 ? 柯 西 的 多 面体 概念 几 歼 与 是 多 面体 概念 重合 。 但 又 不 完全 
重合 : 柯 西 知道 止 多 面体 , 它 是 可 以 在 凸 多 面体 一 侧 轻 按 一 下 便 得 到 的 ,但 是 ,他 并 不 曾 
讨论 何者 看 起 来 是 对 其 定理 不 相干 的 进一步 证 实 一 一 而 非 到 仙 。 (GET F2 LL LA 
PI  UESUK SF ERR WEEZE SE DER T "Ia" REA B EXE TE. 
UNSERER c UE TRIERER PAF RE. EX 
BER MET AREE XET PA LUE RSA V — E--F = 1" 这 条 引 理 的 
“直接 推论 ”, 并 说 “就 V 一 EE 十 下 = 1 的 有 效 性 而 言 ,各 多 边 形 是 在 同一 平面 上 还 是 在 不 同 
平面 上 ,这 是 无 关 紧 要 的 ,因为 定理 只 涉及 多 边 形 数 及 其 构成 成 分 数 ”( 第 81 9D. 这 个 论 
证 ,在 柯 西 狭隘 的 概念 框 哥 内 完全 正确 ,而 在 更 宽 的 概念 框架 内 却 不 正确 , 因 其 间 “ 多 面 
体 ” 亦 可 指 其 他 的 , 辟 如 种 种 画 框 。19 世纪 前 半期 ,这 个 论据 屡 有 重复 (例如 奥 利 维尔 
Olivier[ 1826 ], 8 230 页 ,或 格 龙 奈 特 [1827] ,第 367 H, R- 巴 策 尔 [1860 一 1862], 第 2 
卷 ,第 207 页 )。 J-C- 贝克 尔 对 其 提出 过 批评 ([1869a], 第 68 页 )。( 接 下 页 ) 
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= (b) 证 明 引 生 的 概念 VS. 素 朴 的 概念 。 
理论 分 类 VS. 素 朴 分 类 


PI. 我 且 回 到 证 明 引 生 的 定理 上 :“ 所 有 带 单 连通 面 的 简单 多 历 
伏 是 欧 拉 多 面体 .” 这 一 表述 是 令 人 误解 的 。 应 该 写作 : BUB GE 
ARAA (objects) 是 欧 拉 多 面体 。” 

GAMMA. 何故 ? 

PI: 前 一 个 表述 暗示 ,定理 中 的 简单 多 面体 类 是 素 朴 猜想 的 “多 
面体 ?类 的 一 个 子 类 。 

SIGMA, 简单 多 面体 类 当然 是 多 面体 的 一 个 子 类 唆 !“ 简 单 多 
面体 ”的 概念 收 办 了 多 面体 原来 较 广 的 类 ,将 它们 限制 到 了 可 应 用 
我 们 证 明 的 第 1 引 理 的 那 一 部 分 。“ 带 单 连通 面 的 简单 多 面体 ”概念 
表示 对 于 原来 的 类 的 进一步 收缩 …… 

PI; 不 对 ! 原来 的 多 面体 类 就 是 只 包含 简单 的 、 带 单 连通 面 的 
多 面体 。Omega 过 去 的 错误 在 于 他 说 引 理 并 人 减少 了 内 容 @。 

OMEGA: 可 是 ,每 并 和 人 一 次 引 理 难道 不 都 排除 了 一 个 反例 吗 ? 

Pl: 当然 排除 了 : 但 排除 的 是 概念 拉 伸 产生 的 反例 。 

OMEGA: 所 以 引 理 并 入 全 内 容 保 疗 ,就 像 怪物 排除 一 样 ? 


REDEKER, REMERA T TRE, HR E FALAR T 
MRR, MAN ERZERPEANÜFRENEAE. MUSS ELO CICER 
征 , 解 释 了 谦恭 的 历史 学 家 们 为 什么 给 他 们 自己 造 出 一 大 堆 问题 的 混乱 ,因为 他 们 不 理解 
概念 在 发 展 。 为 了 拯救 柯 西 ,谦恭 的 历史 学 家 们 声称 他 “ 绝 不 可 能 遗漏 ? 非 简单 多 面体 ,所 
Via 480838 CORRE AN Elu ERAHNEN. FUERO IN RARE LI 
柯 西 的 边界 线 奉 得 “徒然 无 谓 ”。 何 以 他 疫 丰 理会 非 凸 欧 拉 多 面体 呢 ? 施 坦 尼 芯 的 解释 是 
这 样 : 欧 拉 公式 的 正 殉 表述 是 要 采用 表面 连通 性 的 术语 的 。 既 然 柯 西 时 代 尚 未 “清楚 掌 
握 ” 这 个 概念 ,那么 “最 简单 的 出 路 ”就 是 假定 凸 性 (第 20 页 )。 就 这 样 , 施 坦 尼 茨 把 柯 西 从 
来 没 犯 的 一 个 过 错 给 辩解 掉 了 。 

其 他 历史 学 家 以 另 一 种 方式 来 拯救 柯 西 。 他 们 说 ,到 达 正 确 的 概念 框架 ( 即 他 们 知道 
的 概念 框架 的 那 一 刻 之 前 ,只 有 一 个 “黑暗 时 代 ”,“ 即 使 不 是 没有 ,也 是 几乎 没有 可 靠 的 ” 
结果 。 多 面体 理论 的 这 一 刻 , 据 勒 贝 格 说 ([1923], 第 59—60 页 ) 是 约 当 的 证 明 [1866a]， 
而 据 贝尔 (Betb 说 ([1945], 第 460 页 ) 是 庞 加 莱 的 证 明 [1895]。 
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PI: 35%. SIM AS NA: 怪物 排除 不 增加 。 

OMEGA: 什么 ?你 真 想 让 我 相信 , 引 理 并 人 不 但 不 产 少 内 容 ， 
ADR AIN NAT 不 但 不 发 给 概念 , 却 还 要 龙 伪 概念 ? 

PI: 正 是 如 此 。 听 好 了 。 一 个 地 球 仪 ,其 上 绘 有 一 张 政 治 地 图 ， 
它 是 否 属于 原 多 面体 类 ? 

OMEGA: 当然 不 属于 。 

PI: 但 有 了 柯 西 证 明 它 便 属 于 了 。 因 为 你 可 在 其 上 毫 无 困难 地 
施行 柯 西 证 明 一 一 当然 ,上 面 必须 没有 环 状 的 国家 或 大 海 @。 

GAMMA: 说 得 对 ! 将 多 面体 吹 胀 成 球体 .把 棱 和 面 扭 焉 丝毫 不 
扰乱 我 们 的 证 明 工 作 一 一 只 要 扭 焉 的 过 程 不 改变 顶点 . 棱 . 面 之 数 请 。 

SIGMA: 我 明白 你 的 意思 了 。 于 是 证 明 引 生 的 “简单 多 面体 ” 便 
不 仅 是 收缩 和 明细 说 明 , 还 是 艇 病 , 还 是 对 素 朴 “多 面体 ”的 扩展 2 。 
在 柯 西 证 明之 前 ,人 人 都 很 难 想 到 去 龙 帮 多 面体 概念 ,使 其 包含 弄 皱 
的 、 内 盛 线 组 成 的 带 协 面 的 “多 面体 ”; 即 使 想到 了 ,也 斥 之 为 有 毛病 而 
拒绝 承认 。 但 现在 这 是 个 自然 的 概括 了 ,因为 我 们 的 证 明 操作 对 这 些 
多 面体 都 解释 得 通 ,与 面 平 棱 直 的 普通 的 素 朴 多 面体 没什么 两 样 @。 


D 参见 第 32 页 脚注 人 。 

© 达 布 在 其 [1874a] 里 差不多 有 了 这 个 想法 。 后 来 庞 加 菜 把 它 清楚 地 表述 了 出 
来 :“…… 数 学 是 以 同名 命名 不 同事 物 的 艺术 …… 如 果 语 言 选 得 合适 ,我 们 会 惊奇 地 发 现 ,给 
特定 对 象 物体 作 的 一 切 证 明 可 立即 用 于 许多 新 的 对 象 物 体 ; 一切 都 不 用 改 , 甚 至 词语 也 不 用 
改 , 因 为 名 称 已 变 成 一 样 的 了 。”([1908], 第 375 页 ) 弗 雷 罗 称 此 做 法 为 “极其 有 用 的 概括 原 
则 ”, 并 将 它 表述 如 下 :“ 在 证 明 有 关 某 数学 对 象 的 某 命题 时 , 当 证 明 使 用 的 该 对 象 的 一 组 性 
质 未 确定 该 对 象 ,这 个 命题 便 可 扩展 来 应 用 于 更 一 般 的 对 象 .”"([1928], 第 18 页 ) 他 指出 ,这 
样 的 概括 不 是 平常 的 ,“ 也 许 要 花 很 大 的 力气 (同上 ) 。 

© 柯 西 并 未 注意 到 这 一 点 。 他 的 证 明 与 本 书 教师 所 给 的 证 明 在 一 个 重要 方面 是 不 
同 的 : 柯 西 在 其 [1813aj 和 [1813b] 里 并 夫 把 多 面体 想象 成 由 橡胶 制 成 。 他 的 证 明 思想 的 
新 意 之 处 在 于 把 多 面体 想象 为 一 个 夯 ,而 不 再 像 欧 几 里 得 、 欧 拉 、 勒 让 德 一 样 想象 成 一 个 
AK, BO UE A LM Po AES Me 当 他 移 去 一 面 , 把 剩 下 的 空间 多 边 形 网 状 结构 
映射 为 平面 多 边 形 网 状 结构 时 ,他 并 没有 把 他 的 映射 想象 成 龙 伪 FERNE. 
最 先 察觉 到 柯 西 证 明 可 以 施 于 带 李 历 的 多 面体 上 的 数学 家 是 克 赖 莱 ([1826 一 1827], 第 
671—672 页 ) ,但 他 仍然 小 心 翼 到 地 跟着 直 桥 走 。 然 而 ,对 于 凯 莱 来 说 ,似乎 “第 一 腹 ” 就 
能 识破 , “就算 允许 楼 是 曲线 ,这 一 理论 也 不 会 有 本 质 的 改变 ”([1861], 第 425 页 )。 同样 
独立 地 觉察 到 的 ,有 德国 的 李斯 丁 ([1861], 第 99 TO ,法 国 的 约 当 ([1866a], 第 39 7D, 
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PI; W. FREAR E-PRTR. WARE HBe A 
3ESCEHBES R9" AR” EER BETA. EEE BON REME B 
革命 性 影响 远 不 止 此 : "EMITIR EDU OR AAA 了 关键 的 素 朴 概念 ， 
而 允 ZAER AE BUE OD. SEX — RME, ERBE 
拉 伸 以 后 ,也 还 是 指 晶 体 似 的 东西 , 那 种 面 “ 平 ” 棱 直 的 立体 。 而 各 种 
证 明 思 想 吞 食 了 这 个 素 朴 概 念 ,彻底 把 它 消化 了 。 在 各 种 不 同 的 证 
明 引 生 定 理 中 ,我们 连 个 素 朴 概念 的 影子 也 看 不 见 。 它 消失 得 无 影 
无 踪 。 倒 是 每 一 个 证 明 得 出 了 体现 自己 特征 的 证 明 引 生 概 念 , 即 是 
指 可 拉 伸 性 、 可 吹 胀 性 、 可 照相 性 、 可 投影 性 以 及 诸如 此 类 的 性 质 。 
老 问 题 消失 了 ,新 问题 出 现 了 。 在 哥伦布 之 后 ,如 果 痰 有 有 和解 奖 开 准 
À PARIS ,并 不 应 觉得 吃惊 。 

SIGMA: 所 以 ,“ 立 体 论 ” 这 个 欧 拉 猜想 原来 的 “ 素 朴 ” 王 国 消解 
了 ,而 重建 的 猜想 ,若是 被 日 果 内 证 明 的 , 便 重新 出 现在 投影 几何 学 
中 ,若是 被 柯 西 证 明 的 , 便 重新 出 现在 分 析 拓 扑 学 中 ,若是 被 庞 加 莱 
证 明 的 , 便 重新 出 现在 代数 拓扑 学 中 ……: 

PI; 此 言 甚 是 。 你 现在 会 理解 ,我 何以 不 像 Alpha 或 Beta 一 样 
把 定理 表述 为 ,所 有 日 果 内 多 面体 是 欧 拉 多 面体 ”>“ 所 有 柯 西 多 面 
体 是 欧 拉 多 面体 ”等 等 , 却 这 样 说 ,“ 所 有 日 果 内 对 象 是 欧 拉 式 的 ”、 
“MAPI RER RH EEO, FU À FRAME AIRE PE 
I PURUS AACEIR K TRIR EHAKE POR 
IKER . 


D 2D ASEBUSE UR A IET SRE. RATNER CRAT RUE : 
"PUISSE ROT IUS E EUR RAI RY PERDRE BE DC RER NEU EE UO JE 
乱 的 。 科 学 家 今天 所 用 的 术语 ,如 电荷 :> 电流 “真菌 传染 :病毒 传染 ,就 较为 清晰 、 
较为 确切 ,不 可 同日 而 语 了 。 不 过 ,两 套 术语 之 间 , 及 一 些 重大 发 现 之 间 , 都 经 过 了 大 量 的 
观察 ` 多 少 精 巧 的 实验 啊 。 归 纳 改 变 了 术语 ,澄清 了 概念 。 整 个 过 程 的 这 一 方面 ,对 概念 
的 归纳 澄清 ,我 们 也 能 在 数学 中 的 示例 说 明之 .”([1954], 第 1 卷 ,第 55 页 ) 但 即便 是 这 种 
错误 的 归纳 主义 概念 形成 论 ,也 比 把 概念 形成 说 成 是 自律 后 TURCA B ORDRE" R REA 
RITTER HEHE RETTEN, 
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BETA. 保留 “多 面体 ”一 词 ,来 表示 我 们 最 喜欢 用 的 证 明 引 生 
词语 ,比方 说 ,“ 柯 西 对 象 物 体 ”, 是 肯定 可 以 的 吧 ? 

PI. A BOXE RT , RUE, MAIRIE RP IRRI AS BETIS 
的: 素 朴 的 意义 已 经 消逝 ,现在 它 用 来 指 ……. 

BETA; vee 指 更 一 般 的 ,改进 后 的 概念 ! 

THETA: 不 是 ! 是 指 完全 不 同 的 .新 颖 的 概念 。 

SIGMA: 我 以 为 你 们 的 观点 是 自 相 矛 盾 的 ! 

PI: 若 你 说 的 自 相 矛盾 是 指 “ 尚 未 得 到 公认 的 观点 ”了 ,可 能 与 你 
根深 蒂 固 的 素 朴 见解 不 相 容 , 便 不 要 紧 ; 你 只 须 换 下 你 的 素 朴 见 解 ， 
代 之 以 自 相 矛盾 者 即 可 。 这 便 是 “解决 ” 悖 论 的 一 条 路 。 但 你 心里 想 
的 是 我 的 那个 具体 观点 呢 ? 

SIGMA: 你 想 一 想 , 我 们 曾 发 现 一 些 星 状 多 面体 为 欧 拉 多 面 
体 ,而 另 一 些 不 是 。 我 们 曾经 在 寻找 一 个 足够 深刻 的 证 明 , 来 同时 解 
释 普通 多 面体 和 星 状 多 面体 的 欧 拉 性 …… 

EPSILON: 我 有 这 个 证 明 @。 

SIGMA: 我 知道 。 但 为 了 方便 讨论 ,我们 设想 并 无 如 此 的 一 个 
证 明 , 并 且 设 想 除了 “普通 ” 欧 拉 多 面体 的 柯 西 证 明之 外 , 某 人 又 为 欧 
拉 星 状 多 面体 提出 了 一 种 相应 的 却 全 然 不 同 的 证 明 。Pi, 因为 这 两 
个 不 同 的 证 明 , 你 便 要 提议 将 我 们 之 前 划 为 一 类 的 多 面体 一 分 为 二 
吗 ? 两 种 完全 不 同 之 物 , 你 只 是 因为 某 人 给 它们 的 一 些 性 质 找 了 个 
共同 解释 , 便 要 将 两 者 统一 于 同一 名 义 之 下 ? 

PL 我 当然 要 。 我 自然 是 不 会 指 鲸 为 鱼 、 指 收音 机 为 噪声 盒 的 
(土著 人 或 许 这 样 叫 ) ,一 个 物理 学 家 要 说 玻璃 是 液体 ,我 亦 不 会 为 之 
心烦 意 乱 。 在 不 断 的 进步 中 , E743 TR T MEH , 即 理论 引 
生 的 (证 明 引 生 的 ,或 者 你 喜欢 也 可 叫 解释 引 生 的 7 分 类 上 人 台 。 猜 想 
与 概念 都 必须 通过 多 证 多 驭 的 炼狱 阶段 。 十 多 证 多 用 臣 历 奖 的 故 


O 元 布 斯 [1656], 对 主教 第 xxi 条 答复 的 批驳 。 
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DEF ITR CERD RUBES: CEH FIE KI BEEBE IE), BAC T RH 
FA TRAME 。 随 着 理论 观念 和 概念 取代 素 朴 观念 和 概念 ,理论 
语言 便 取代 了 素 朴 语言 

OMEGA: 最 后 ,我 们 总 会 由 素 朴 的 ,偶然 的 、 RAER 
分 类 到 达 最 终 正确 的 、 真 实 的 分 类 ,到 达 完 美的 语言 2 


€ (c) HIPH Se XS üt cx 


PI, 我 现在 要 重新 审视 演绎 猜测 引起 的 一 些 问 题 。 首 先 我 们 来 
看 看 探 试 反例 与 逻辑 反例 的 对 立 问题 ,这 是 Alpha 5j Theta 的 讨论 


Q@ 跟着 从 相当 素 朴 的 多 面体 分 类 到 高 度 理论 的 分 类 的 逐渐 变化 ,亲身 体验 一 下 是 
有 趣 的 。 第 一 个 不 再 仅仅 容纳 简单 多 面体 的 素 朴 分 类 ,出 自 鲁 易 里 , TR SO BE 
NETTE WIR EIER NEE 84 页 脚注 @)。 

(a) SE. 。 欧 拉 的 第 一 个 证 明 , 顺便 说 说 ,还 有 和 鲁 易 里 自己 的 证 明 ([1812 一 1813a]， 
第 174 一 177 页 ) ,都 立足 于 对 立 秩 的 分 解 ,方法 要 么 是 把 它 的 角 一 个 个 切 掉 ,要 么 是 从 内 
部 的 一 点 或 几 点 把 它 分 解 成 棱锥 。 然 而 , 柯 西 证 明 一 一 和 鲁 易 里 并 不 知道 它 一 一 立足 于 对 
多 面 形 诊 历 的 分 解 。 等 到 多 面 形 曲面 论 最 终 取 代 多 面 立体 论 之 后 , 空 腔 便 让 人 厌倦 了 ， 
一 个 “ 带 空 腔 的 多 面体 ” 变 成 了 整个 多 面体 类 。 于 是 ,我 们 的 老 怪物 排除 佐久 2 (第 11 页 ) 
变 成 证 明 引 生 的 理论 定义 了 ,“ 空 腔 ” 这 个 分 类 学 概念 从 发 展 的 主流 中 消失 了 。 

CD) BE. 。 李 斯 丁 已 指出 此 一 概念 不 尽 如 人 意 ( 见 第 84 页 脚注 四 )。 它 之 被 取代 ,并 
非 如 卡尔 纳 普 派 学 者 所 期 望 的 ,是 由 于 对 “隧道 ”这 个 “含混 ”概念 的 任何 “说 明 ”, 而 是 由 于 
试图 证 明和 反 职 鲁 易 里 对 带 隧道 的 多 面体 的 欧 拉 示 性 数 提出 的 素 朴 猜想 。 在 这 个 过 程 
中 , 带 条 隧道 的 多 面体 概念 消失 了 ,证 明 引 生 的 “多 连通 性 ”( 我 们 所 称 的 “n 球 性 ”) 取 而 
代 之 。 我 们 发 现 , 某 些 文章 还 在 沿用 这 个 素 朴 术语 来 指称 证 明 引 生 的 新 概念 : Em RR 
道 " 数 定义 为 使 多 面体 成 为 连通 的 所 需 切 割 的 数目 ([1879] ,第 102 页 )。 在 恩 斯 特 ， 施 坦 
尼 蒋 看 来 ,隧道 概念 在 理论 上 已 如 此 饱和 , 以 致 他 无 法 查 明 , 鲁 易 里 按 隧道 数 作 的 素 朴 分 
类 与 证 明 引 生 的 按 多 连通 性 作 的 分 类 有 什么 “本 质 ” 区 别 ;所 以 ,他 以 为 李斯 丁 对 和 鲁 易 里 分 
类 法 的 批评 “非常 不 公正 ”([1914- 一 1931], 第 22 页 )。 

(c)“ 内 访 多 边 形 ”。 这 个 素 朴 概念 也 是 不 久 即 被 环 状 面 取代 ,随后 又 被 多 连通 面 取 
代 ( 亦 参见 第 84 页 脚注 四 ), ERSE TIE AR”, 因为 “ 环 状 面 " 肯 定 不 是 对 “内 隐 多 边 形 ” 
的 说 明 )。 然 而 , 当 多 面 曲面 论 一 面 被 拓扑 曲面 论 所 取代 ,一 面 又 被 图 论 所 取代 时 ,多 连通 
面 如 何 影 响 多 面体 的 欧 拉 示 性 数 的 问题 也 就 失去 其 所 有 意义 了 。 

可 见 ,第 一 个 素 朴 分 类 的 3 个 关键 概念 当中 , 只 有 一 个 “ 留 下 来 ”, 而 即使 这 一 个 也 难 
二 2 一 2n 了 。( 关 于 进一步 的 发 展 ， 


参见 第 94 页 脚注 @。) 

© 只 就 素 朴 分 类 而 言 , 唯 名 论 者 接近 真理 , 因 他 们 以 为 各 种 多 面体 的 唯一 共同 点 便 
是 它们 的 名 字 。 但 是 在 凡 个 世纪 的 证 明 与 反 驭 之 后 , 随 着 多 面体 理论 的 发 展 ,理论 分 类 取 
代 了 素 朴 分 类 ,天 平 就 倾向 于 实在 论 者 了 。 带 有 普遍 性 的 问题 应 当 基 于 这 一 种 事实 重新 
考虑 : 随 着 知识 的 发 展 ,语言 亦 在 变化 。 
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提出 来 的 。 

我 党 得 我 的 立场 已 经 说 清楚 了 , 即 纵然 是 所 谓 的 “逻辑 ?反例 也 
是 探 试 反例 。 按 原来 的 预期 解释 ,(a) 所 有 多 面体 是 欧 拉 多 面体 ,及 
Cb) 画 框 不 是 欧 拉 多 面体 ,这 两 者 间 并 不 存在 不 一 致 。 

若 我 们 遵守 我 们 原来 的 诸 言 的 默认 语义 规则 ,我 们 的 反例 便 不 
是 反例 。 只 能 是 通过 概念 拉 伸 改变 了 语言 规则 后 ,它们 才 转 换 成 逻 
辑 反 例 。 

GAMMA: 你 的 意思 是 万 育 有 趣 的 反 驭 都 是 探 试 反驳 ? 

PI: 正 是 如 此 。 一 方 是 多 次 的 反 驶 与 证 明 , 另 一 方 是 概念 .分 
类 .语言 框架 的 变化 ,你 总 不 能 把 两 方 隔离 开 吧 。 通 常 是 这 样 ,你 遇 
见 一 个 “反例 ”时 , 便 面 临 着 下 面 的 选择 : 要 么 你 拒绝 跟 它 扯 上 关系 ， 
AATERN SEE L 中 根本 算 不 上 反例 ;要 么 你 同意 改变 你 的 
语言 ,方法 是 概念 拉 伸 ,并 把 反例 接受 到 你 的 新 语言 LH 

ZETA; eee 再 在 L5 BU 7 276 

PI: 依照 传统 的 静态 的 理性 ,你 会 选择 前 者 。 科 学 教 你 选择 
后 者 。 

GAMMA: 即 是 说 ,我 们 可 能 有 两 条 陈述 ,它们 在 Li 中 是 一 致 
的 ,但 调换 到 Ls 中 它们 便 不 一 至 了。 或 者 说 ,我 们 可 能 有 两 条 陈述 ， 
它们 在 Li 中 原来 不 一 致 ,调换 到 L; 中 却 一 致 。 随 着 知识 的 增长 , 语 
言 也 起 了 变化 “创造 的 每 一 阶段 同时 是 语言 变化 的 阶段 .>@ 在 任 
一 给 定 的 语言 中 均 不 能 模拟 知识 的 发 展 。 

Pl: 言 之 有 理 。 探 试 法 涉及 的 是 语言 动力 学 , 而 逻辑 学 涉及 的 


D 菲 利克 斯 (Fliz)[1957], 第 10 页 。 按 照 逻辑 实证 主义 者 的 观点 ,哲学 的 专 一 任 
务 便 是 构造 “形式 化 ”语言 ,来 表达 科学 的 人 工 凝 固 状 态 ( 见 我 们 前 面 所 引用 的 卡尔 纳 普 的 
话 , 第 1 页 )。 但 是 ,在 科学 的 快速 生长 抛弃 了 旧 的 “语言 系统 "之前, 这样 的 研究 是 几乎 不 
可 能 进行 的 。 科 学 教 我 们 不 要 遵 奉 任何 给 定 的 概念 一 语言 框架 , 以免 它 变 成 概念 办 
笼 一 一 对 这 个 过 程 , 语 言 分 析 学 家 有 一 种 至 少 想 延缓 它 的 既定 兴趣 ,以 说 明 他 们 那 套 语言 
疗法 的 正当 性 , 即 是 说 , 想 显示 出 他 们 对 科学 有 至 关 重要 的 反馈 和 价值 ,以 及 他 们 并 没有 
正在 堕落 为 “相当 干 瘤 的 委 琐 老 顽固 ”( 爱 因 斯 坦 Einstein[1953])。 波 普尔 曾 对 逻辑 实证 
主义 提出 过 与 此 相似 的 批评 : 例如 , 见 其 [1959], 第 128 页 ,脚注 x ©. 
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是 语言 静 力 学 。 


(d) 理论 的 概念 拉 伸 VS. 素 朴 的 概念 拉 伸 。 
连续 发 展 VS. 批判 发 展 


GAMMA: 演绎 猜测 是 否 提供 了 连续 的 知识 发 展 模式 呢 ? 你 之 
前 承诺 过 要 回 到 这 问题 上 来 的 。 

PI. 演绎 猜测 的 这 并 模式 可 取 多 种 历史 形式 ,我 先 勾画 出 其 中 
几 种 的 轮廓 。 

第 一 个 主要 模式 是 素 朴 的 概念 拉 伸 到 目前 为 止 超过 了 理论 ,而 
产生 了 一 大 堆 混 乱 的 反例 ; 我 们 的 素 朴 概念 松散 了 , 却 没有 理论 概 
念 可 以 替代 它们 。 此 种 情况 下 ,演绎 猜测 便 可 带 着 积压 的 反例 一 步 
步 地 追赶 上 去 。 你 如 果 喜 欢 , 可 以 把 这 叫做 连续 的 “概括 ”模式 一 一 
但 别 忘 记 其 出 发 点 是 反 驶 ,其 连续 性 体现 在 用 一 个 发 展 中 的 理论 把 
它 的 最 初版 本 所 遭 到 的 探 试 反驳 逐个 解释 掉 。 

GAMMA: 或 者 说 ,“ 连 续 的 ”发 展 仅 指出 了 反驳 已 跑 在 好 几 里 
路 之 前 了 ! 

PI. 说 得 对 。 不 过 ,也 可 能 发 生 的 是 ,每 一 个 反 了 驶 或 每 一 次 素 朴 
猜想 的 扩展 之 后 ,都 人 赛 跟着 一 次 理论 与 理论 概念 ) 的 扩展 ,而 把 反 
例 解 释 掉 ;于 是 “连续 性 ” 便 让 位 于 一 个 激动 人 心 的 交替 过 程 , 即 概念 
PLIBRI SUUS —1- E178 7) REB EE LR RAI MEET f fil 
E SCEEPE RETE IUBE fu fh LI. 

SIGMA: 同一 控 试 主题 的 两 种 偶然 的 历史 变异 ! 

PI. 哦 ,其 实 它们 之 间 倒 没什么 太 大 差别 。 对 它们 来 说 , AC AI 

KIRE TRAR TRIER NEBEN EBERTBENT o Ait, RP 
猜测 还 有 第 二 个 主要 模式 …… 

SIGMA: 又 一 种 偶然 的 变异 ? 

PL 不 错 , 如 果 你 喜欢 这 样 称呼 。 在 这 个 变异 中 ,发展 中 的 理论 
便 不 但 要 解 凑 ,还 要 产生 对 它 的 反 驶 了 。 
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SIGMA: 什么 ? | 

PI: 此 情况 下 , 理论 的 发 展 超越 了 一 并且 实际 上 消灭 了 一 一 
素 朴 的 概念 拉 伸 。 璧 如 , 拿 柯 西 定理 来 说 ,现在 某 人 把 它 当 作出 发 
点 ,视野 中 一 个 反例 都 没有 。 于 是 ,他 便 以 所 有 可 能 的 方式 让 多 面体 
变形 ,来 检验 这 定理 : DRAE WARA AS FEN 
这 些 检 验 思想 中 ,有 一 部 分 会 引出 证 明 思想 0( 先 得 到 已 知 为 真 的 东 
西 , 然 后 反 其 道 而 行 之 , 即 依照 帕 普 斯 的 分 析 - 综 合 模式 来 做 ) ,但 有 
一 些 一 一 如 Zeta 的 “ 双 面 条 合 实验 ”一 一 不 把 我 们 引 回 已 知 的 东西 ， 
而 把 我 们 引 至 全 新 的 事物 , 引 至 对 检验 过 的 命题 的 某 个 探 试 反 
3C — RD A 9EJ KIE. MÆ EIER, AM RE 


IOTA: 多 么 辩证 啊 ! 检验 转化 成 证 明 , 反 例 以 其 自身 的 构造 法 
转化 成 例子 u. 

PL. 何 辩 证 之 有 ? —- fg BS Rr ER FT — TER TEEN 
证 明 ,前 一 个 命题 的 反例 变 成 后 一 个 的 例子 。 何 以 把 混淆 不 清 叫 做 
辩证 ? 不 过 ,我 要 回 到 我 的 论点 上 ; 我 以 为 演绎 猜测 的 第 二 个 主要 
模式 不 可 一 一 不 过 如 Alpha 者 便 会 这 样 看 一 一 被 看 做 知识 的 连续 
发 展 。 

ALPHA, 当然 是 可 以 的 。 比 较 我 们 这 种 方法 和 Omega 的 想 
法 ,他 以 根本 不 同 而 更 深刻 的 证 明 思想 代替 原 证 明 思想 。 两 种 方法 
均 增 加 内 容 ,但 在 Omega 的 方法 中 , 应 用 范围 狭小 的 证 明 操作 被 应 
用 范围 更 广阔 的 操作 所 亿 作 ,或 者 更 激进 地 说 ,整个 证 明 被 应 用 范 
围 更 广阔 的 证 明 所 代 蔡 一 一 演绎 猜测 增加 能 扩大 应 用 范围 的 操作 ， 
由 之 天 广 给 定 证 明 。 这 难道 不 是 连续 性 吗 ? 

SIGMA: 说 得 对 ! 我 们 从 定理 演绎 出 了 一 条 比 一 条 更 广阔 的 
定理 链 ! 从 特殊 情况 演绎 出 了 一 个 比 一 个 更 一 般 的 情况 ! 这 便 是 经 


Q@” 波 利 亚 区 分 “简单 的 "和 “苛刻 的 ”检验 。“ 苛 刻 的 ”检验 也 许 会 给 出 “证 明 的 初步 
线索 ”([1954], 第 1 卷 ,第 34—40 页 )。 
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由 演绎 的 概括 @! 

PI. 但 是 却 充斥 着 反例 。 一 旦 你 明白 在 何 一 点 内 容 的 增加 、 企 
fa] —f- SHYRAUBUUES] ,都 要 么 尾随 着 .要 么 引 生 出 对 之 前 较 贫 乏 的 定 
HBP RARR 

ALPHA: Theta 已 扩展 了 “反例 ”, 使 其 可 包括 探 试 反例 。 你 现 
在 是 在 扩展 它 ,让 它 包 括 从 不 曾 实际 存在 的 探 试 反例 了 。 你 号 称 你 
的 “第 二 个 模式 ”充斥 着 反例 ,而 你 的 根据 不 过 是 把 反例 的 概念 扩展 
到 连 零 寿命 的 反例 也 包括 ,这 些 反例 一 发 现 , 它 们 的 解释 也 就 产生 
Y! 可 是 ,在 一 个 统一 的 理论 框架 中 ,为 何 所 有 的 智 识 活动 .每 一 次 
增加 内 容 的 努力 都 应 该 是 “批判 的 ”? 你 的 教条 主义 “批判 态度 ”正在 
模糊 这 场 辩论 的 主题 ! 

老师 : 你 与 Pi 之 间 的 争论 的 确 是 模糊 的 一 一 因为 你 的 “连续 发 
展 ” 与 Pi 的 “批判 发 展 ” 是 完全 一 致 的 。 我 倒是 对 演绎 猜测 或 “连续 
批评 ”的 局 展 烽 更 感 兴趣 ,如 果 局 限 性 竟然 存在 的 话 。 


(e) 内 容 增加 的 极限 。 理 论 反 驶 VS. KAX 


PI; 我 以 为 "连续 "发 展 注定 要 寿 终 正 究 , 注 定 要 走 到 理论 的 多 
AA ,这 是 早晚 的 事 。 

GAMMA: 但 我 肯定 总 是 可 以 拉 伸 一 些 概念 啊 ! 

PI; 那 是 自然 。 幸 类 胸 概念 拉 伸 尽 可 继续 一 -但 更 讼 有 的 概念 
拉 伸 有 其 极限 ! 由 素 杆 的 概念 拉 伸 而 来 的 反 驶 只 不 过 是 些 牛 旺 , 撑 
得 我 们 不 得 安宁 ,还 刺激 我 们 用 理论 的 概念 拉 伸 来 提 它 们 。 可 见 , 有 
两 种 反驳 。 因 为 巧合 或 好 运 , 或 者 随意 扩展 某 个 概念 ,我 们 做 短发 
型 了 第 一 种 。 它 们 就 像 超自然 的 奇迹 ,它们 的 “反常 行为 尚未 得 到 


D “一 般 的 情况 可 以 在 逻辑 上 等 价 于 特殊 情况 , 这 在 数学 里 简直 是 司空 见 惯 的 事 
情 , 但 在 初学 者 看 来 ,或 者 在 自命 高 深 的 哲学 家 看 来 , 却 仍然 是 令 人 惊讶 的 ”( 波 利 亚 
[1954],98 18,5% 17 页 ), 这 话 在 非 形式 逻辑 里 一 点 不 错 。 亦 参见 庞 加 莱 [1902], 第 
31—33 页 。 
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解释 ;我 们 承认 它们 是 正宗 的 反例 ,只 是 因为 我 们 习惯 于 接受 概念 拉 
ALT. RP RIHI DIR TE. EREA REME 
H: 要 么 便 是 本 来 由 证 明 拉 伸 产 生 的 ,要 么 便 是 些 畴 形 物 ,被 拉 伸 后 
的 证 明 抓 住 后 ,又 被 它们 解释 掉 , 由 之 而 提升 到 了 理论 反例 的 层面 。 
我 们 必须 以 极其 怀疑 的 态度 来 考察 这 些 畸 形 物 ; 它们 也 许 不 是 名 副 
其 实 的 反例 ,而 是 一 个 极为 不 同 的 理论 的 例子 一 一 如 车 不 是 完全 的 
错误 的 话 。 

SIGMA: 但 阁 我 们 受骗 了 ,我 们 该 怎么 做 ? 如 果 我 们 不 能 通过 
扩展 我 们 的 原 证 明 来 把 我 们 的 素 朴 反例 变 成 理论 反例 呢 ? 

PI. 我 们 一 而 再 .再 而 三 地 查 究 ,看 我 们 的 理论 是 否 还 有 发 展 的 
潜质 。 然 而 ,有 时 我 们 有 很 充分 的 理由 放弃 这 样 做 。 比 如 , 像 Theta 
所 正确 指出 的 ,如 果 我 们 的 演绎 猜测 从 一 个 顶点 开始 ,我 们 便 永 不 要 
抱 很 大 希望 ,以 为 它 能 解释 没有 顶点 的 圆柱 。 

ALPHA: 所 以 ,圆柱 最 终 并 非 怪物 ,而 是 畸形 物 ! 

THETA; BERNAT RÉ ENEHAEHN RE. 它们 
不 能 套 和 连续 “概括 ”的 模式 中 , 且 实 际 上 迫使 我 们 改革 我 们 的 理论 
框架 @ oo . 

OMEGA; Wk! EHER ART RAINER 
点 一 一 但 随后 便 找 到 一 个 革命 性 的 .更 深刻 的 新 证 明 思 想 , 有 着 更 大 
的 解释 效力 。 最 后 仍 到 达 了 巡 终 证明 一 一 没有 极限 .没有 饱和 点 、 
没有 畸形 物 能 够 驱 倒 ! 

PL 什么 ? 单 靠 一 个 统一 的 理论 便 要 解释 宇宙 间 的 雇 有 现象 ? 
绝 不 可 能 ! BEREZIENAK MAN RUFUS Ab 


@ 凯 菜 [1961] 和 李斯 本 [186 菇 严肃 地 对 待 多 面体 理论 基本 概念 的 拉 伸 。 凯 莱 把 葵 
定义 为 "从 一 顶点 到 它 自身 或 任何 其 他 顶点 的 路 径 ”, 但 又 允许 棱 退 化 成 无 顶点 的 闭 曲线 ， 
他 称 为 “ 围 线 ”( 第 426 页 )。 李 斯 本 有 一 个 术语 “ 线 ”( 第 104 页 ) 指 各 种 楼 ,不 论 其 顶点 是 
两 个 一 个 还 是 没有 。 他 们 两 人 都 知道 ,他 们 司 慨 大 方 的 概念 框 架 里 接纳 的 “固形 物 ”, 需 
要 全 新 的 理论 才 可 解释 一 一 凯 莱 首 创 了 “ 久 必 形 部 分 理论 ”现代 拓扑 学 伟大 先驱 之 一 的 
李斯 丁 发 明了 “空间 复 形 凑 柯 ”。 
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GAMMA: 我 其 实 并 不 介意 我 们 是 否 会 到 达 绝 对 饱和 点 。 如 果 
给 证 明 作 点 廉价 、 严 党 的 推广 便 把 某 个 反例 给 解释 掉 , 我 已 经 把 这 
个 反例 认 作 畸形 物 了 。 我 重复 一 遍 : 我 却 不 认为 概括 “多 面体 ”后 ， 
让 它 包括 带 空 腔 的 多 面体 有 什么 好 : 这 不 是 个 多 面体 ,而 是 一 组 多 
面体 。 我 亦 不 想 操心 什么 “多 连通 面 ”一 一 何不 夯 上 失踪 的 对 角 线 
呢 ? 至 于 包括 挛 生 四 面体 的 概括 路, 我 真 想 一 枪 把 它 能 掉 : 它 仅 仅 
在 无 缘 无 故地 编造 复杂 、 狂 妄 的 公式 时 还 有 点 儿 用 。 

RHO: 你 终于 重新 发 现 了 我 的 怪物 校正 法 2! 它 把 你 从 浅薄 的 
概括 中 解救 出 来 。Omega 不 应 把 内 容 叫 做 “深度 ”: 尖 非 每 一 次 内 
BUB MIN ERRE KI II. 想 想 (6) 和 (7) 吧 @! 

ALPHA: 所 以 你 要 以 我 那 串 公式 中 的 (5) 来 收场 ? 

GAMMA: 是 的 。(6) 和 (7) 不 是 发 展 ,是 退化 ! 与 其 继续 (6) 和 
CD) ,我 倒 宁 愿 找到 某 个 北 动 人 心 的 新 反例 来 作 解释 @1 

ALPHA: 你 也 许 最 终 还 是 对 了 。 但 又 由 谁 来 决定 收场 的 静 


© 见 前 文 ,第 27—31 页 与 第 36—38 页 。 

Q “不 少数 学 家 不 能 区 别 平 常 与 不 平常 。 不 但 缺乏 寻 更 有 效 信息 的 感觉 ,而 且 还 幻 
想 能 构造 一 个 滥 党 完备 的 公式 将 所 有 可 想到 的 情况 都 包括 在 内 ,这 就 特别 狼 狐 (参见 第 
84 页 脚注 @) 。 这 样 的 数学 家 可 以 为 一 个 公式 的 “最 终 ” 概 括 而 努力 多 年 ,未 了 也 就 不 过 
作 了 几 处 平常 的 修改 来 做 推广 。 优 秀 的 数学 家 ]，C， 贝克 尔 就 提供 了 一 个 逗 人 的 例子 : 
他 努力 多 年 之 后 ,提出 了 V 一 E 十 FF 二 2 一 2n 十 g 这 个 公式 ,此 处 nn 是 把 多 面体 表面 分 成 满 
ÆV—E+F = 1 的 单 连通 而 所 需 的 切割 数 ,g 是 把 所 有 面 化 为 单 连通 面 所 要 添上 的 对 角 
线 数 ([1869a], 第 72 页 )。 他 很 为 其 成 就 自豪 ,声称 它 发 出 “全 新 的 光彩 ”, 其 至 “终结 了 ” 
“ 像 笛 卡 儿 、 欧 拉 , 柯 西 .日 果 内 、 勒 让 德 . 格 龙 奈 特 、 汉 。 施 陶 特 (von Staudt) 这 类 人 物 都 热 
心 研究 过 的 课题 ”( 第 65 页 )。 可 是 ,他 的 阅读 书目 里 漏 了 3 个 名 字 : BEE UM CEN 
丁 。 当 他 被 告知 了 和 鲁 易 里 的 情况 后 ,他 加 上 了 一 条 诅 丧 的 注释 ,承认 和 鲁 易 里 50 多 年 前 就 
知道 这 一 切 了 。 至 于 约 当 , 他 对 环 状 面 是 没什么 兴趣 的 ,但 碰巧 对 带 边 界 的 开 多 面体 感 兴 
趣 , 所 以 ,他 的 公式 里 除了 ,还 有 边界 数 m([1866bj, 第 86 页 )。 于 是 ,贝克 尔 一 一 在 一 篇 
新 文章 [1869b] 里 一 一 就 把 鲁 易 里 和 约 当 的 公式 综合 成 V 一 EE 十 下 二 2 一 2n 十 g 十 m (第 343 
页 )。 但 贝克 尔 在 困窘 中 太 过 草率 ,未 能 消化 李斯 丁 的 长 文 。 所 以 ,他 在 [1869b] 中 泪 丧 地 
得 出 结论 : “李斯 丁 的 概括 范围 还 更 广 .”( 顺 便 提 一 下 ,他 后 来 又 试图 把 他 的 公式 也 推广 到 
星 状 多 面体 [1874]; 参 见 前 文 ,第 29 页 脚注 四 。) 

Q AHAIEHRRAZR DOUÉ RARE. Gamma 自己 确 无 此 念 。 我 
们 现在 将 不 讨论 单 和希 多 面体 ( 麦 比 乌 斯 [1865]) 或 ” 纵 多 面体 ( 施 勒 夫 里 f1852])。 这 些 
例子 会 证 实 Gamma 的 期 待 ,就 是 完全 出 平 意料 的 概念 拉 伸 的 反 驶 总 是 可 以 给 整个 理论 一 
种 新 的 一 一 可 能 是 革命 性 的 一 一 推动 。 
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A? 深度 的 大 小 仅仅 是 个 口味 问题 。 

GAMMA: 何不 让 数学 评论 家 通过 公开 批评 提高 大 家 的 数学 品 
味 呢 , 就 像 有 的 文学 评论 家 一 样 ? 也 许 我 们 甚至 可 以 阻止 数学 文献 
AA SALAIRE UNE ZE, 

SIGMA: 若 你 以 (5) 收 场 ,把 多 面体 理论 变 成 带 n 个 环 柄 的 三 
角形 化 球面 理论 ,你 怎么 能 在 有 需要 时 处 理 如 (6) 和 (7) 所 解释 了 的 
那些 平常 的 反常 现象 ? 

MU: 易 如 儿 戏 ! 

THETA: 行 。 接 着 我 们 暂时 在 (5) 上 停 下 来 。 外 我 从 馈 艳 大 
Aj? 概念 拉 伸 要 把 (5) 驳 倒 ! 如 果 概 念 拉 伸 得 出 的 反例 揭示 了 我 
们 的 定理 是 内 容 贫 乏 的 ,我 们 大 可 不 理会 此 种 概念 拉 伸 。 但 如 果 拉 
伸 得 出 的 反例 揭露 了 它 是 明显 虚假 的 , 则 又 该 如 何 ? 我 们 可 以 拒绝 
应 用 我 们 的 增加 内 容 的 孝 励 4 或 春风 5 来 解释 畸形 物 ,但 我 们 必须 
应 用 我 们 的 保持 内 容 的 者 大 2 来 避 开 畸形 物 的 反 驱 。 

GAMMA: 正 是 ! 我 们 可 以 不 承认 廉价 的 “ 盘 夏 ”, 但 我 们 怎么 
能 拒绝 “廉价 ”的 反 帮 呢 ? 

SIGMA: 何不 逐步 建立 一 个 “多 面体 ”的 怪物 排除 定义 ,加 上 对 
每 一 个 畸形 物 新 的 分 句 ? 

THETA: 在 这 两 种 情况 下 ,我 们 都 要 重 游 恶 无 限 的 旧梦 广 的 
故地 了 。 

ALPHA: 你 们 增加 内 容 的 时 候 ,你 们 发 展 观念 , 从事 数 学 ;之 
后 ,你 们 又 老 是 在 澄清 概念 ,从 事 语言 学 。 何 不 在 停止 增加 内 容 的 时 


D ” 波 利 亚 指出 ,浅薄 而 廉价 的 概括 “在 今天 比 过 去 更 时 万 了 。 一 点 小 想法 ,就 拿 -一 
个 大 术语 来 稀释 。 就 连 这 点 小 想法 ,作者 通常 也 宁愿 从 别人 那里 拿 过 来 , 忍 住 不 补充 任何 
原创 性 的 观察 ,避免 解决 任何 问题 ,除了 他 自己 的 术语 困难 产生 出 了 问题 。 这 很 容易 举 出 
例子 ,但 我 不 想 与 人 有 性 ”([1954], 第 1 卷 ,第 30 页 )。 当 代 另 一 个 最 伟大 的 数学 家 约 
@ + 15 + HEBES John von Neumann) 也 警告 大 家 提防 这 种 “退化 的 危险 ”, 但 是 他 认为 ， 
“只 要 这 门 学 科 处 在 有 超常 素质 有 品位 的 人 的 影响 下 ”, 情 况 就 不 至 于 太 坏 ([1947], 第 196 
页 )。 不 过 ,人 们 想 知道 的 是 ,若是 在 我 们 这 个 “要 么 发 表 , 要 么 消失 ”的 时 代 ,“ 有 超常 素质 
的 高 品位 者 的 影响 ”是 否 就 足以 摊 救 数学 了 。 
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候 把 全 盘 都 停止 了 ? 为 何 要 陷 进 恶 无 限 的 圈套 之 中 呢 ? 

MU: 别 又 来 那 一 套数 学 与 语言 学 的 对 立 ! 知识 从 不 会 在 这 样 
的 争论 中 获 益 。 

GAMMA:， 从 不 会 ”一 词 不 久 就 要 变 成 “很 快 ”。 我 急于 想 翻 出 
我 们 的 老 问 题 来 讨论 了 。 

MU: 可 我 们 已 经 走 到 死胡同 的 尽头 了 ! 难道 还 有 什么 人 有 新 
鲜 玩意 儿 可 说 ? 

KAPPA; 我 认为 我 有 。 


9. 批评 如 何 可 把 数学 真理 变 为 逻辑 真理 
F(a) 无 限制 的 概念 拉 伸 挫 毁 意义 与 真理 


KAPPA. Alpha 已 说 过 ,我 们 的 “ 老 方法 ?导致 恶 无 限 员 。Gamma 
和 Lambda 怀 着 反驳 之 洪水 逐渐 停止 的 希望 作 了 反击 @: 但 既然 我 们 
理解 了 反驳 胜 利 的 机 理 一 一 概念 拉 伸 一 一 我 们 便 知道 他 们 的 希望 是 
徒劳 的 。 对 任 一 命题 来 说 ,总 有 对 其 术语 的 一 些 足够 狭隘 的 解释 使 其 
为 真 ,以 及 一 些 足 够 宽广 的 解释 使 其 为 假 。 哪 一 个 解释 是 已 料及 的 ， 
哪 一 个 又 是 不 曾 料 及 的 ,当然 取决 于 我 们 的 原 定 意向 。 第 一 种 解释 
可 以 叫做 裁 笋 主义 ,发 证 主义 或 蕊 正 主义 的 解 闻 ,第 二 种 可 以 叫做 
TREE T: X H, MIIR EE BARRE. Alpha 把 第 一 种 称 为 约定 
主义 策略 @- 一 但 如 今 我 们 明白 这 第 二 种 也 是 。 你 们 全 部 奚落 Delta 
对 素 朴 猜想 @ 的 教条 主义 解释 ,接着 又 要 落 Alpha 对 定理 的 教条 主义 
解释 虽 。 可 是 ,概念 拉 伸 会 将 一 切 陈述 驶 倒 , 不 留任 何 真 的 陈述 。 

GAMMA: HR, 不错, 我们 拉 伸 了 “多 面体 ”一 一 但 接着 又 把 


见 前 文 ,第 53 页 。 

同上 。 

实则 Alpha 不 曾 公 开 使 用 过 这 个 波 普 尔 派 术语 ; 见 前 文 ,第 17 一 18 XL. 
见 前 文 , $ 40». 

见 前 文 , § 5。 
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它 撕 碎 , 扔 到 一 边 去 了 : 就 像 Pi 指出 的 ,“ 多 面体 ”这 一 素 朴 概念 再 
也 不 算 进 定理 中 了 。 

KAPPA; 但 是 , 接 下 来 你 们 便 会 开始 拉 伸 定理 中 的 某 个 术语 一 一 
某 个 理论 术语 ,是 吗 ? 你 自己 选择 的 是 拉 伸 “ 单 连通 面 ”, 把 圆柱 上 的 
贺 和 侧面 包括 了 进去 ?。 你 暗示 说 ,是 否 伸 长 膛 子 去 博得 可 驶 倒 者 的 
尊 位 ,也 即使 反驳 者 的 解释 成 为 可 能 ,是 关系 到 学 术 诚 实 的 问题 。 但 
由 于 概念 拉 伸 ,可 反驳 性 便 总 是 意味 着 反 驶 。 所 以 你 便 在 一 个 无 限 
长 的 斜坡 上 滑 下 , 驶 倒 每 一 定理 ,把 它们 兰 换 为 更 “严格 ”者 一 一 一 
个 虚假 性 尚未 “暴露 ”的 定理 ! KEARE EHE o 

SIGMA: 车 我 们 在 某 一 点 刹车 ,采纳 核 正 主义 解释 , 既 不 偏离 
真理 , 亦 不 偏离 表达 真理 的 特定 语言 形式 , 那 又 如 何 呢 ? 

KAPPA: 那么 ,你 便 不 得 不 用 怪物 排除 定义 来 挡 开 概念 拉 伸 式 
的 反例 。 这 样 你 便 在 另 一 个 无 限 长 的 斜坡 滑 下 ; 你 将 被 迫 承认 ,你 
的 真 定理 的 每 一 “特定 语言 形式 ”都 不 够 精确 ,你 还 将 被 迫 往 其 中 并 
入 一 个 比 一 个 “严格 ”的 定义 ,而 表达 这 些 定义 的 ,是 用 含混 性 暂 未 被 
揭示 的 语词 ! [BACK CER ER HE. 

THETALEA ]; 如 果 一 个 探 试 法 就 是 要 以 含混 性 为 发 展 的 代 
价 , 又 有 什么 错 ? 

ALPHA: 我 告诉 过 你 : 精确 的 概念 和 不 可 动摇 的 真理 并 不 存 
在 于 语言 中 , 却 只 存在 于 思想 中 ! 

GAMMA: 我 来 挑战 你 ,Kappa。 拿 定理 的 实际 情况 来 看 ,我 们 
考虑 了 圆柱 之 后 则 有 :“ 对 所 有 带 单 连通 面 的 简单 对 象 物体 , 若 各 面 
的 楼 的 末端 交 于 顶点 , 便 有 V 一 EE 十 下 二 2。” 你 用 概念 拉 伸 法 又 怎样 


D 见 前 文 , 第 41 一 45 页 。 

Q HER: Kappa 声称 含混 性 不 可 避免 是 对 的 ( 屁 些 术语 一 定 要 是 基本 的 )。 但 
他 却 误 认 为 这 意味 着 总 是 可 以 通过 “概念 拉 伸 ”来 制造 反例 。 按 定义 ,一 个 有 效 的 证 明 就 
EE ANTERE IEE MGR TEE , 亦 永远 造 不 出 反例 一 一 即 证 明 的 有 效 性 并 不 依赖 于 描述 
性 术语 的 意义 ,故而 可 以 随意 地 拉 伸 它们 。 此 是 由 拉 卡 托 斯 本 人 指出 的 , 见 下 文 ,第 110 
页 ,又 网 ( 更 有 条 理 的 ) 第 2 章 ,第 134 页 。 
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KAPPA: 首先 我 追溯 到 用 来 定义 的 语词 上 ,完整 地 把 命题 表述 
清楚 。 然 而 我 便 裁 定 拿 哪 一 个 概念 来 拉 伸 。 例 如 “简单 表示 “在 移 
去 一 面 后 可 在 一 平面 上 拉 伸 开 来 ”。 我 就 拉 伸 “ 拉 伸 ”。 看 看 已 讨论 
过 的 杰 生 四 面体 吧 一 一 有 一 条 公共 共 的 那 一 对 (图 6(a))。 它 是 简 
单 的 ,其 面 是 单 连通 的 ,但 V 一 玉 十 F = 3。 可 见 我 们 的 定理 是 错 的 。 

GAMMA. 但 这 个 这 生 四 面体 可 不 是 简单 的 上 蛾 ! 

KAPPA: 它 当 然 是 简单 的 。 移 去 任何 一 面 ,我 便 可 将 它 在 一 平 
面 上 拉 伸 开 来 。 我 只 须 小 心 一 点 儿 , 保 证 我 到 达 临 界 楼 后 ,打开 沿 这 
条 棱 的 第 二 个 四 面体 时 不 撕 破 任何 东西 。 

GAMMA: 但 这 样 岂 是 拉 伸 ! di qu — AR pe FE — Áo Hf 
S — — Y RET PARE! 你 总 不 能 把 一 个 点 映射 成 两 个 点 啊 : Arf 
EIERE — — B | 

KAPPA; EX 7? 3X TOSFDLPB US 2e Bat HU AL EIER CE 
我 后 常识 的 要 求 都 不 符合 。 辟 如 ,我 完全 能 够 想象 ,把 一 个 正方 形 
(图 24(a) ) 拉 伸 为 两 个 嵌 套 正方 形 , 手 法 是 拉 伸 边界 线 ( 图 24(b))。 
你 就 因为 这 样 的 拉 伸 不 是 “ 双 连 续 一 一 上 映射 >, 便 称 它 为 据 破 或 撕 裂 ? 
顺便 想 说 ,我 很 惊讶 你 为 何不 把 拉 伸 定义 为 保持 V.E、F 不 变 的 变 
换 , 就 此 结束 ? 


u 


(a) (b) 
图 24 


GAMMA: 说 得 对 ,你 又 赢 了 。 我 要 么 必须 同意 你 对 “ 拉 伸 ”的 
反 驶 主义 解释 ,而 扩展 我 的 证 明 或 者 找到 一 个 更 深入 的 证 明 或 者 并 
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入 一 条 引 理 一 一 要 么 便 不 得 不 引入 一 个 新 的 怪物 排除 定义 。 可 在 以 
上 情况 的 任何 一 种 中 ,我 都 总 会 把 我 用 来 定义 的 语词 表述 得 一 个 比 
一 个 清楚 。 何 以 我 不 应 到 达 这 样 的 境地 ,语词 的 意义 如 水 晶 般 清澈 ， 
从 而 便 只 有 一 个 解释 ? 就 像 2 十 2 = 4 这样。 这 样 的 语词 意义 没有 
任何 伸缩 性 可 言 ,这 个 命题 的 真实 性 也 没有 任何 可 反驳 的 ,它们 永远 
在 理性 的 自然 之 光 中 闪 炊 。 

KAPPA; 昏暗 的 光 ! 

GAMMA: 拉 伸 它 ,看 你 能 不 能 。 

KAPPA; 但 这 是 黄 毛 小 儿 的 把 戏 ! 某 些 情况 下 2 加 2 还 等 于 5 
呢 。 假设 我 们 要 求 寄 两 件 物品 ,每 件 重 2 磅 ;它们 是 装 在 重 1 HE 
子 里 寄 的 ;于 是 对 这 个 包 庄 来 说 ,两 磅 加 两 磅 便 得 5 磅 ! 

GAMMA: 但 你 的 5 磅 是 加 了 3 次 重量 得 到 的 ,2 加 2 加 1 啊 ! 

KAPPA; 不 错 ,我 们 的 运算 “2 加 2 等 于 5” 不 算 原先 预期 意义 
上 的 加 法 。 但 我 们 通过 对 加 法 之 意义 的 一 次 简单 拉 伸 , 便 使 这 结果 
为 真 了 。 素 朴 的 加 法 是 包装 的 一 个 特殊 例子 , 包 衰 材 料 重 量 为 零 。 
我 们 必须 把 这 条 引 理 作为 条 件 建 人 猜想 中 : 我 们 改进 后 的 猜想 便 
是 ， 对 “不 计 重 量 ? 的 相 加 ,有 2 十 2 — 4," @ 代数 学 的 整个 发 展 情节 
便 是 一 系列 这 样 的 概念 与 证 明之 拉 伸 。 

GAMMA: 我 以 为 你 在 “ 拉 伸 ”上 真是 扯 得 有 些 远 了 。 下 次 你 就 
会 把 “加 ”解释 成 “ 弱 ”, 然 后 当 作 一 个 反驳 ! 要 么 你 就 在 “所 有 多 面体 
都 是 多 面体 ”中 把 “所 有 ”解释 成 “没有 ”! 你 拉 伸 了 概念 拉 伸 这 一 概 
念 ! RITES BET? h 0 I RE RL HN 的 反驳 区 分 开 来 。 
我 们 必 不 能 容许 你 随 兴 拉 伸 任何 语词 。 

我 们 必须 用 如 水 唱 般 清澈 的 语词 把 反例 概念 清楚 地 建立 起 来 ! 

DELTA: 甚至 Gamma 也 变 成 怪物 排除 者 了 : 现在 他 想 要 给 概 
ADLER CE — 1 -PEVIBEERBUSE UT. AHE, IMG RUNE UE 


D 参见 非 利克 斯 [1957], 第 9 页 。 
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KAPPA: fH SENE DUEBBES! FAUNE BRA HIS 
TERN DEREN AT REN , PRIEST IUE DE DIE ZI? 若 你 想 
让 数学 是 富有 意义 的 ,你 必须 放弃 确定 性 。 若 你 想 要 确定 性 ,就 摆脱 
ROUE. ASE FRAIS. MAZET EER, À EN HIRE 
AEA TRES H h R B | 

GAMMA: 于 是 ,你 这 最 后 的 陈述 也 能 被 驱 倒 
“怀疑 主义 者 不 是 心口 如 一 的 一 派 人 ,只 是 一 派 骗子 .”@ 

KAPPA. #5: 理性 的 最 后 倚靠 ! 


(b) 温和 的 概念 拉 伸 可 将 数学 真理 变 为 逻辑 真理 


THETA: 我 以 为 Gamma 说 得 对 , 确 需 要 把 合理 的 概念 拉 伸 与 
不 合理 的 概念 拉 伸 区 别 开 。 因 为 概念 拉 伸 历经 了 千 山 万 水 ,已 面 自 
全 非 ,已 从 温和 的 、 理 性 的 活动 变 成 了 激进 的 , 非 理性 的 活动 。 

原来 ,批评 专集 中 于 一 个 适 欠 概念 的 羟 和 绕 拉 伸 。 它 必须 是 大 
三 的 ,故而 我 们 注意 不 到 ; 若 它 的 真正 一 一 拉 伸 的 一 一 本 质 暴露 了 ， 
它 便 可 能 不 被 接受 为 合法 的 批评 。 它 全 神 贯 注 于 一 个 侍从 概念 ,就 
像 我 们 较为 单纯 的 全 称 命题 情况 :“ 房 育 4 REB”. KE, WFE 
味 着 找到 一 个 经 轻微 拉 伸 而 又 非 BRNK EDU PEACY A 
RIESE). 

但 Kappa 在 两 方面 使 问题 尖锐 起 来 。 第 一 ,使 命题 下 从 一 个 的 
构成 成 分 经 受 概 念 拉 伸 式 批评 的 攻击 。 第 二 ,把 概念 拉 伸 从 私下 的 
FFM SERRE SR T MEN AFEB ,如 从 “所 有 ”到 “没有 ” 
之 类 的 变形 。 这 样 , 正 受 攻击 之 语词 的 任何 有 意义 的 改变 ,只 要 使 定 
理 为 误 , 便 一 概算 作 反 驶 。 我 愿意 采取 这 样 的 说 法 ,加 名 不 能 就 区 


你 也 清楚 。 


D Gamma 要 求 给 “反例 "下 个 如 水 晶 般 清澈 的 定义 ,这 不 音 要 求 元 语言 中 有 如 水 明 
般 清 流 的 无 伸缩 性 概念 作为 理性 讨论 的 条 件 。 
Q Bu dECArmauld) RUE $E (Nicole) [1724], 88 xx 一 xxi 页 。 
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AAA ab TELS TEN DUFT FIX ET ER IN N E 3X dn 
ER EU EUM] 。 这 样 的 命题 是 一 个 长 久 的 批判 一 思辨 过程 的 
归宿 ,在 这 个 过 程 中 ,一 部 分 语词 的 意义 的 重担 完全 转移 到 了 其 余 语 
词 和 定理 形式 上 。 

如 今 Kappa 的 全 部 意思 ,只 是 说 没有 命题 相对 于 其 记 序 构成 成 
分 而 言 可 以 逻辑 上 为 真 。 但 可 以 存在 相对 于 部 分 构成 成 分 而 言 迎 
辑 上 为 真 的 命题 ,从 而 反 矣 之 洪流 的 再 次 泛滥 , 便 只 能 在 加 上 可 拉 伸 
的 新 构成 成 分 之 后 方 可 。 若 我 们 一 干 到 底 , 非 理性 主义 便 是 我 们 的 
结局 一 一 但 我 们 不 需要 一 干 到 底 。 那 么 ,我 们 应 于 何 处 划 界 ? 我 们 
完全 可 以 允许 只 针对 构成 成 分 中 成 为 批评 之 靶 心 的 突出 子 集 来 进行 
概念 拉 伸 。 逻 辑 真 理 不 取决 于 它们 的 意义 。 

SIGMA: 所 以 我 们 最 终 吸取 了 Kappa 的 论点 : 我 们 使 真理 至 
少 是 独立 于 如 些 语 词 的 意义 的 ! 

THETA: 言 之 有 理 。 但 我 们 车 要 击 演 Kappa MISE Y. , Hk 
离 他 的 恶 无 限 ,我 们 一 到 概念 拉 伸 停止 作为 发 展 的 工具 而 成 为 破坏 
的 手段 时 , 便 自然 不 得 不 刹车 了 .: 我 们 也 许 得 查 明 , 仅 有 哪些 语词 的 
意义 是 可 拉 伸 的 ,否则 便 要 以 摧毁 理性 的 基本 原理 为 代价 @。 

KAPPA: 你 这 套 批判 理性 论 的 概念 ,我 们 能 不 能 拉 伸 昵 ?9 莫非 
它 是 不 言 而 喻 得 真 ,表述 它 的 语词 都 是 不 可 拉 伸 而 又 精确 旦 不 需要 


D 这 是 对 波 尔 察 诺 (Bolzano) 的 逻辑 真理 定义 稍 加 改写 的 版 本 ([1837], 8 147)。 何 
以 波 尔 察 诺 在 19 世纪 30 年 代 提出 了 他 的 定义 ,是 个 费解 的 问题 ,尤其 是 他 的 工作 竟 预 期 
了 模型 概念 ,而 后 者 是 19 世纪 数理 哲学 的 最 伟大 创举 之 一 ,这 就 更 费解 了 。 

© 19 世纪 的 数学 批评 拉 伸 了 越 来 越 多 的 概念 ,把 越 来 越 多 的 语词 的 意义 重担 转移 
PI T RME AE 和 少数 (当时 还 ) 未 拉 伸 的 语词 之 意义 上 。20 世纪 30 年 代 , 这 个 过 
程 似乎 慢 了 下 来 ,不 可 拉 伸 语词 (逻辑 ”语词 ) 与 可 拉 伸 语 词 (“ 描 述 ”语词 ) 之 间 的 分 界线 
似乎 变 得 稳定 了 。 一 份 只 包含 少量 逻辑 语词 的 清单 达成 了 广泛 的 认同 ,于 是 便 可 能 为 逻 
辑 真理 下 一 个 一 般 的 定义 ;逻辑 真理 不 再 是 “相对 于 ”专门 的 构成 成 分 的 清单 了 。 BE 
斯 基 [1935]) 然 而 , 塔 斯 基 为 这 种 分 界线 感到 迷惑 , 想 弄 清 它 是 否 最 终 不 得 不 回 到 一 个 相 
对 化 的 反例 概念 ,从 而 回 到 一 个 相对 化 的 逻辑 真理 概念 (第 420 页 ) 一 一 像 波 尔 察 诺 的 一 
样 ,顺便 提 一 句 , 塔 斯 基 并 不 知道 有 这 回 事 。 这 个 方向 上 最 有 趣 的 结果 是 波 普尔 的 
[1947 一 1948], 由 此 可 知 , 若 不 放弃 理性 讨论 的 某 些 基本 原则 , 便 不 能 放弃 更 进一步 的 逻 
辑 常 项 。 


$1* elle 


定义 的 吗 ? 你 的 批评 理论 会 不 会 吊 着 一 个 “以 约定 为 退路 ?的 尾巴 : 
是 否 每 一 事 臂 可 批评 ,单单 除了 你 的 批评 论 .你 的 “元 理论 9? 
OMEGAL/# Epsilon dé ]: 我 不 喜欢 这 种 由 真实 性 向 合理 性 的 
BER. EEE) 我 感觉 到 了 约定 主义 的 渗透 。 
BETA; 你 们 在 谈论 什么 ? 我 理解 Theta 说 的 概念 拉 伸 的 “ 温 
和 模式 ”。 我 亦 理解 概念 拉 伸 可 以 攻击 不 止 一 个 的 语词 : 当 Kappa 
拉 伸 “ 拉 伸 ”时 ,或 者 当 Gamma 拉 伸 “所 有 ”时 ,我 们 就 已 经 看 到 过 


SIGMA; Gamma 毫 无 疑问 是 拉 伸 了 “ 单 连 通 ”! 

BETA: 可 是 他 没有 。“ 单 连通 ”是 个 简称 一 一 他 只 是 拉 伸 了 出 
现在 定义 项 中 的 “所 有 ”一 词 @。 

THETA: 回 到 这 一 点 上 来 。 你 不 满 ^“ 公 开 ” 激 进 的 概念 拉 
伸 吗 ? 

BETA: 是 。 没 有 人 要 把 这 最 后 一 类 接受 为 真正 的 反 驶 ! 我 很 
清楚 ,Pi 曾 揭示 的 探 试 批评 的 温和 的 概念 拉 伸 的 趋势 ,是 数学 发 展 
中 最 重要 的 载体 。 但 是 数学 家 将 永远 不 会 接受 这 极端 的 .野蛮 的 反 
驶 形式 ! 

老师 : 此 言 差 侨 ,Beta。 他 们 页 学 接受 了 它 ,并 且 他 们 之 接受 是 
数学 史上 的 一 个 转折 点 。 二 一 才学 表 评 的 蔓 价 改变 了 数学 真理 的 

am BKE T CE IEBBI ERE, ME TERME © Y 不 过 , 现 
在 我 们 要 暂时 结束 我 们 的 讨论 : 将 在 其 他 什么 时 间 再 讨论 这 一 新 


D “以 约定 为 退路 "是 巴特 利 (Bartley) 的 用 语 [1962]。 他 主要 是 从 笑 坊 知识 的 角 
BE ,研究 是 否 可 能 为 批判 理性 主义 作 合理 辩护 的 问题 一 一 但 是 从 恤 学 知识 的 角度 ,问题 模 
式 几乎 相同 。 

© 见 前 文 ,第 41 一 45 页 。Gamma 事实 上 却 想 从 “所 有 ”上 移 除 一 些 意义 的 负担 ,使 
其 不 再 只 适用 于 非 空 的 类 。 通 过 从 “所 有 ”的 意义 中 移 除 “存在 的 意义 输入 "这 种 谨慎 适 度 
的 拉 伸 , 使 空 集 从 怪物 转化 为 寻常 的 严 箭 集合 ,这 是 一 个 重要 事件 一 一 不 仅 关 涉 到 对 亚 里 
十 多 德 逻辑 进行 布尔 逻辑 的 集合 论 的 重新 解释 , 亦 关 涉 到 数学 讨论 中 空洞 的 满足 这 一 概 

图 批评 反例 .推论 真理, 证明 的 概念 是 不 可 分 开 的 ;它们 起 变化 时 ,最 先 变 的 是 画 
FEE ,然后 其 他 概念 随 之 而 变 。 
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阶段 。 
SIGMA: XPE A PIRRE RRRA. REIER E 


可 撒手 不 管 。 
老师 : 我 也 有 同感 。 这 一 最 新 阶段 对 我 们 的 讨论 会 有 重要 的 反 


馈 @。 但 是 ,科学 的 探究 往往 “开始 于 问题 ,也 结束 于 问题 7@。 CAF 


Az] 
BETA: ARR RAF ZEN BEREA 了 问题 一 无 


所 有 了 ! 


DO 参见 拉 卡 托 斯 [1962]。 
© 波 普尔 [1963b], 第 968 页 。 
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编者 引言 


我 们 在 前 面 提 到 过 关于 笛 卡 儿 - 欧 拉 猜 想 的 庞 加 莱 证 明 @@。 拉 
卡 托 斯 在 他 的 博士 论文 里 曾 以 讨论 “ 欧 几 里 得 ”数学 方法 的 正 反 两 方 
面 的 论证 ,详细 地 介绍 了 对 这 一 证 明 的 思考 。 其 中 , 拉 卡 托 斯 把 部 分 
讨论 内 容 合并 编 和 人 第 1 章 ( 例 如 ,参见 第 49 一 57 页 ) ,而 其 他 部 分 则 
经 过 修改 作为 “无 穷 回 归 和 数学 基础 ”的 某 些 内 容 了 ( 拉 卡 托 斯 
L1962])。 因 此 ,我 们 在 这 里 省 略 了 这 一 介绍 性 的 讨论 。 

Epsilon 一 直 鼓 吹 欧 几 里 得 纲领 一 一 企图 给 数学 提供 以 完美 的 语 
词 来 表达 完全 正确 的 公理 。Epsilon 的 哲学 受到 了 挑战 ,但 是 老师 注意 
到 ,最 明显 并 且 直 接地 挑战 Epsilon 的 方法 就 是 让 他 提供 满足 欧 几 里 
得 标准 的 笛 卡 儿 - 欧 拉 猜 想 的 证 明 。Epsilon 接受 了 挑战 。 


1. 把 猜想 翻译 成 矢量 代数 “完全 被 认可 的 ”术语 。 
翻译 的 问题 


EPSILON: 我 接受 挑战 。 我 将 证 明 所 有 带 有 单 连通 面 的 单 连 
通 多 面体 都 是 网 拉 多 面体 。 

老师 : 是 的 ,我 过 去 曾 在 课 上 叙述 过 这 一 定理 @。 

EPSILON: 正 像 我 所 指出 的 ,为 了 证 明 真 理 , 首先 必须 发 现 真 


D 见 第 66 页 和 第 95 页 。 
© 见 前 文 , 第 34 页 。 
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理 。 眼 下 我 根本 不 反对 使 用 你 们 的 多 证 多 驳 法 作为 发 现 真 理 的 方 
法 ,但 是 ,你 们 停止 的 地 方正 是 我 的 起 点 。 你 们 在 哪儿 停止 改进 ,我 
就 从 哪儿 开始 证 明 ?。 

ALPHA: 但 是 这 一 元 长 的 定理 满 是 可 以 被 拉 伸 的 概念 。 我 并 
不 认为 它 难以 被 反 驶 。 

EPSILON: 你 们 将 发 现 反 驳 它 是 不 可 能 的 。 我 将 把 每 一 个 单 
项 词语 的 意义 准确 地 固定 下 来 。 

老师 : 继续 下 去 。 

EPSILON: 首先 ,我 将 只 使 用 尽 可 能 是 最 清晰 的 概念 。 也 许 将 
来 某 一 天 我 们 可 以 扩展 我 们 完美 的 知识 来 涵盖 光学 照相 机 纸张 .前 
刀 、 橡 皮球 和 打气 简 , 但 是 现在 还 是 让 我 们 忘记 这 些 事 物 吧 。 使 用 这 
些 各 种 各 样 的 工具 肯定 是 不 能 够 达 至 经 玻 众 的 。 我们 以 往 的 错误 ， 
依 我 看 来 ,是 基于 这 样 的 事实 ,就 是 我 们 使 用 了 与 多 面体 简单 明了 的 
性 质 背 道 而 驰 的 方法 。 丰 富 的 想象 力 赋予 这 些 工具 的 是 完全 错误 的 
使 用 方向 。 它 引证 的 外 在 的 .背道而驰 的 .偶然 的 成 分 并 不 适合 于 多 
面体 的 本 质 , 所 以 就 毫 不 奇怪 的 在 某 些 多 面体 上 失败 了 。 为 了 得 到 
完美 的 证 明 , 就 必须 严格 限制 工具 使 用 的 范围 S28。 这 是 因为 丰富 的 
想象 使 矿 答 烽 很 难 获得 。 引 理 的 真理 性 如 果 要 依赖 橡皮 、 镜 头等 等 
的 性 质 , 那 就 难以 保证 了 。 我 们 应 该 放弃 剪刀 、 打 气 简 、 相 机 这 一 类 
工具 ,因为 “要 理解 一 个 问题 ,我 们 必须 把 它 从 所 有 多 余 的 元 素 中 抽 
象 出 来 ,并 使 其 尽 可 能 的 简单 ”9。 我 来 清除 我 的 定理 @ 和 我 的 证 明 


. Epsilon 可 能 是 欧 几 里 得 派 中 第 一 个 重视 证 明 程 序 的 探 试 法 的 价值 的 。 直 到 17 
世纪 ,网 几 里 得 派 才 认可 柏拉图 的 分 析 方 法 是 探 试 法 ;但 后 来 他 们 又 用 碰 运 气 以 及 /或 者 
ARBRTE. 

四 ”在 证 明 分 析 中 ,并 没有 对 “工具 ”的 限制 。 我 们 可 以 使 用 任何 引 理 、 任 何 概念 。 在 
任何 发 展 着 的 、 非 形式 化 的 理论 中 这 是 对 的 , 解 题 本 来 就 是 利用 任何 可 以 利用 的 方法 。 在 
形式 化 的 理论 之 中 ,工具 则 是 完全 依据 理论 的 句法 来 规定 的 。 在 理想 的 情况 下 (有 一 个 判 
定 步骤) 解 题 就 是 例 行 程序 。 ` 

© 这 是 币 卡 玫 的 用 语 , 在 他 的 [1628] 中 SU M. 

© ”我 们 应 该 不 要 忘记 ,证 明 分 析 是 以 定理 线 绩 ,而 欧 几 里 得 的 证 明 却 是 从 定理 开 
准 。 在 欧 几 里 得 的 方法 论 中 没有 猜想 ,只 有 定理 。 
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中 的 这 些 元 素 ,以 最 简单 最 容易 的 东西 "来 限定 它们 : 即 顶点 、. 棱 和 
面 。 我 将 不 定义 这 些 术语 ,因为 关于 它们 的 意义 不 可 能 有 分 歧 。 我 
将 使 用 完全 被 认可 的 “基本 的 ”词语 来 定义 哪怕 是 只 有 一 点 点 最 少 的 
模糊 的 术语 @。 

现在 很 清楚 ,在 任何 的 证 明 中 ,并 没有 什么 专 有 引 理 是 明显 真 
的 ;它们 只 是 一 些 猜想 ,正如 “所 有 多 面体 都 可 以 吹 胀 成 球状 物 ” 等 等 
这 一 类 猜想 一 样 。 但 是 现在 ,我 们 要 求 任何 类 型 的 猜想 都 不 允许 进 
入 我 们 传达 事物 之 真理 的 判断 之 中 ”9。 我 将 把 猜想 分 解 为 一 些 引 
理 , 这 些 引 理 不 再 是 猜想 而 是 “直觉 ”, 也 就 是 说 “一 颗 产 生 自 唯一 理 
性 之 光 、 纯 粹 而 又 专注 之 心灵 的 确定 无 疑 的 理解 >@。 这 些 “ 直 觉 ” 的 
例子 有 ; DE ERP In; PEE ARBAR: DARRA TA. RE 
不 再 提出 像 多 面体 是 否 是 立体 或 是 曲面 这 样 一 类 问题 。 这 些 都 是 含 
糊 不 清 的 观念 ,对 于 我 们 的 目标 无 论 如 何 都 是 多 余 的 。 对 我 来 说 ,一 
个 多 面体 是 由 3 个 集合 组 成 : V 个 顶点 (我 称呼 它们 0323 022 
的 集合 ,EE 条 棱 (我 称呼 它们 pi ,3 ,… ,pi ) 的 集合 ,下 个 面 (我 称呼 
它们 pipi P ) 的 集合 。 为 了 刻画 一 个 多 面体 ,我 们 也 需要 某 
种 表格 告知 我 们 哪些 顶点 属于 哪些 棱 , 哪些 棱 属 于 娜 些 面 。 我 把 这 
些 表格 叫做 “关联 矩阵 ?(incidence matrices), 

GAMMA 我 被 你 的 多 面体 的 定义 搞 得 有 点 迷惑 了 。 首 先 , 因 
为 无 论 如 何 你 费心 地 去 定义 多 面体 的 概念 了 ,我 得 出 的 结论 你 并 不 
认为 它 是 完全 被 认可 的 。 但 是 另 一 方面 ,你 又 是 从 哪里 得 到 你 的 定 
义 的 呢 ? 你 使 用 面 , 楼 以 及 顶点 这 些 “ 完 全 被 认可 的 ”概念 来 定义 尚 
不 清楚 的 多 面体 的 概念 。 但 是 你 的 定义 一 一 也 即 多 面体 是 顶点 的 集 


© 第 卡 儿 [1628j, 规 则 区 。 

© ”帕斯卡 的 定义 的 规则 (L1659], 第 596—597 页 ); “不 要 对 完全 被 认可 的 特定 的 术 
语 下 定义 。 不 允许 对 任何 哪怕 是 有 一 点 点 模糊 和 歧义 的 术语 不 下 定义 。 在 对 术语 的 定义 
中 只 使 用 完全 被 认可 或 是 已 经 解释 过 的 词汇 。” 

© 笛 卡 儿 [1628] ,规则 下 的 注释 。 
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tr n EBERS SEA MEER AMERRE RRRA BE 
抓 住 多 面体 的 直觉 的 观念 。 例 如 ,定义 中 暗示 任何 多 边 形 都 是 多 面 
体 ,比方 照 你 说 的 ,一 个 多 边 形 与 一 条 处 于 其 外 部 不 受 约束 的 楼 一 起 
也 组 成 了 多 面体 。 现 在 你 必须 在 两 条 路 线 中 做 出 选择 。 你 可 以 说 
“数学 家 并 不 关心 他 的 专业 术语 流行 的 意义 …… 数 学 中 的 定义 创造 
数学 中 的 意义 ”Pp。 在 这 种 情形 下 ,给 多 面体 下 定义 就 是 完全 放弃 旧 
的 观念 而 以 新 概念 代替 之 。 但 是 这 样 ,你 的 “多 面体 ”与 任意 真正 的 
多 面体 之 间 的 所 有 相似 性 都 完全 是 偶然 的 了 ,那么 ,通过 研究 你 的 模 
拟 多 面体 ,你 将 得 不 到 任何 关于 真正 的 多 面体 的 确定 性 的 知识 。 另 
一 条 路 线 是 坚持 定义 是 一 种 澄清 的 思想 , 它 使 本 质 特征 显 规 出 来 , 它 
是 一 种 翻译 或 者 说 是 一 种 把 术语 转变 为 更 清晰 的 语言 的 保持 意义 不 
变 的 转换 。 在 这 种 情形 下 ,你 的 定义 是 猜想 ,它们 可 能 是 正确 的 ,也 
可 能 是 错误 的 。 你 怎样 才能 拥有 一 个 由 模糊 的 语词 到 精确 的 语词 的 
绝对 正确 的 翻译 呢 ? 

EPSILON: 我 承认 你 的 批评 让 我 大 吃 一 惊 。 我 曾 以 为 你 也 许 
会 怀疑 我 的 公理 的 绝对 真理 性 ,你 也 许 会 问 这 样 的 先天 综合 判断 是 
如 何 可 能 的 ,于 是 我 准备 了 一 些 应 对 的 论证 ,但 是 ,我 没有 料想 到 你 
攻击 我 下 定义 的 路 线 。 不 过 ,我 设想 了 这 样 的 回应 : 我 得 到 我 的 定 
义 ,正如 我 得 到 我 的 公理 一 样 , 是 通过 直觉 的 。 它 们 的 地 位 的 确 是 等 
同 的 : 你 可 以 把 我 的 定义 当 作 是 附加 公理 @, 或 者 你 可 以 把 我 的 公理 
当 作 是 隐 含 定义 @8。 它 们 给 出 了 被 讨论 的 术语 的 本 质 。 

老师 : 哲学 说 得 够 多 的 了 ! 让 我 们 来 看 看 证 明 吧 。 我 不 喜欢 你 
的 哲学 ,但 是 我 仍然 可 能 喜欢 你 的 证 明 。 

EPSILON: 好 吧 。 我 将 首先 把 要 证 明 的 定理 翻译 为 我 的 完全 
简单 并 且 清 晰 的 概念 结构 。 我 的 专门 的 不 加 定义 的 术语 将 是 : 顶 


D 波 利 亚 [1945], 第 81—82 H., 
© “定义 是 作为 本 质 特征 的 不 可 证 明 的 陈述 ”( 亚 里 十 多 德 ,《 后 分 析 篇 》,94a) 。 
© 日 果 内 [1818]。 
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点 . 棱 、 面 和 多 面体 。 有 时 我 谈 及 它们 是 作为 零 . 一 二 以 及 三 维 的 多 
胞 形 《polytopes)? 了 ,或 者 简单 地 说 ,就 是 0 - 胞 形 、1 - 胞 形 、2 - 胞 形 和 
3 - 胞 形 。 

ALPHA: 但 是 ,就 在 10 分 钟 之 前 你 还 用 顶点 . 棱 和 面 这 些 术 语 
来 定义 多 面体 呢 ! 

EPSILON: 那 时 ,我 错 了 。 那 个 “定义 ?是 一 个 愚 愉 的 期 望 。 我 
糊 里 糊涂 地 往 前 冲 ,结果 跳 进 了 妄 断 之 中 。 真 正 的 直觉 .正确 的 解释 
是 慢 慢 成 熟 的 ,净化 一 个 人 猜想 的 心灵 是 要 花 时 间 的 @。 

BETA: 你 刚才 提 到 的 你 的 公理 , 比如: MAA RR RÉ ET 
都 有 属于 它 扒 棱 , “属于 ?在 这 里 是 不 是 又 一 个 原始 术语 ? 

EPSILON: 非 也 。 我 只 记录 针对 正在 被 讨论 的 理论 的 地 /了 术 
语 ,当前 情形 就 是 指 多 面体 理论 ,而 不 是 逻辑 的 、 集 合 论 的 .算术 的 等 
基础 理论 的 术语 ,我 假定 这 些 术语 都 是 完全 熟悉 的 。 现 在 让 我 继续 
讨论 “ 单 连 通 ” 这 一 术语 , 它 还 的 确 不 是 绝对 清晰 的 。 我 将 首先 定义 
多 面体 的 单 连通 性 , 接 下 来 定义 面 的 单 连通 性 。 首 先 , 拿 多 面体 的 单 
连通 性 来 说 , 它 实际 上 是 下 面 一 个 宛 长 的 表述 的 缩写 一 个 多 面体 
被 称 作 是 单 连通 的 ,(1) 如 果 所 有 封闭 无 回路 的 棱 的 系统 有 一 个 内 
部 和 外 部 ,并 且 (2) 如 果 只 有 一 个 封闭 无 回路 的 面 的 系统 一 一 它 把 
多 面体 的 内 部 和 外 部 分 隔 开 。 目 前 ,这 一 表述 充满 了 相当 含糊 的 词 
语 , 比如 “封闭 的 ”"“ 内 部 >“ 外 部 ?等 等 。 但 是 我 将 使 用 完全 被 认可 
的 术语 来 定义 它们 。 

GAMMA; 你 已 经 驱赶 走 一 些 机 械 的 术语 一 一 比如 吹 胀 . 切 
割 一 一 作为 不 可 靠 的 ;现在 ,你 又 抛弃 了 几何 学 的 术语 一 一 比如 封闭 


(D 施 勒 夫 里 [1852J 发 现 ,这 些 术 语 可 以 归 类 在 一 个 单一 的 一 般 抽象 的 术语 之 下 。 
他 称 它们 为 “多 系统 (polyschemes)”。 李 斯 本 [1861] 称 它们 为 “Curian”( 译 注 , 这 是 一 个 
生 造 的 词语 ) 。 但 是 , 正 是 施 勒 夫 里 把 这 一 普遍 性 扩展 到 了 三 维 以 上 。 

D “作为 平常 的 人 类 理性 应 用 到 与 自然 界 有 关 的 问题 上 而 得 出 的 结论 ,为 区 别 起 
RENT UT REIN] Canticipations of nature (它们 往往 是 轻率 的 或 未 成 熟 
的 )。 理 性 通过 正确 和 系统 的 步骤 从 事实 中 得 出 的 结论 ,我 称 其 为 寻 自 驮 的 解 兰 
(interpretation of nature) ," (Ei (Bacon)[ 1620], XXVD 
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性 。 我 认为 你 清除 的 热情 过 了 头 .“ 封 闭 的 楼 的 系统 ”是 完全 清晰 的 
概念 , 它 不 需要 定义 。 

EPLISON: 不 ,你 错 了 。 你 愿意 把 星 状 多 边 形 称 作 棱 的 封闭 系 
统 吗 ? 也 许 你 会 的 , 因为 它 没有 松散 自由 的 端点 。 但 是 , 它 并 没有 
“ 围 住 ?任何 界限 明确 的 区 域 , 而 某 些 人 也 许 是 以 “封闭 的 棱 的 系统 ” 
来 指 谓 这 样 的 棱 的 系统 。 所 以 ,你 必须 下 定 决心 要 么 这 样 要 人 么 那样 ， 
并 且说 出 你 是 以 什么 方式 来 决定 的 。 

GAMMA: 一 个 星 状 多 边 形 或 许 不 是 有 界 的 ,但 是 它 显然 是 墙 
BIÉS . 

EPSILON: 我 认为 它 是 封闭 的 并 且 也 是 有 界 的 。 分 歧 已 经 揭 
示 出 来 了 ,但 我 将 提供 进一步 的 证 据 。 我 想 知道 你 是 否 会 说 七 面体 
是 面 的 封闭 系统 并 且 是 有 界 的 ? 

GAMMA: 我 从 未 听 说 你 的 七 面体 。 

EPSILON: 那 是 相当 有 趣 的 一 种 多 面体 , 因为 它 是 单 侧 的 。 它 
没有 围 出 任何 几何 立体 来 , 它 也 没有 把 空间 分 隔 成 两 个 部 分 , 即 分 隔 
成 一 个 内 部 的 和 一 个 外 部 的 。 例 如 ,Alpha 是 被 他 的 “清晰 的 ”几何 
学 直觉 所 指导 ,他 早先 说 过 ,一 个 封闭 的 面 的 系统 在 划 定 界限 “如 果 
它 是 多 面体 内 部 与 多 面体 外 部 之 间 的 边界 ”。 我 想 知 道 , 它 是 否 会 说 
七 面体 的 表面 并 没有 划 界 ? 或 者 将 去 认 知 七 面体 而 改变 他 的 “ 划 界 ” 
系统 的 概念 ?既然 这 样 ,我 将 万 分 谦 插 地 向 你 请 教 : 完全 被 认可 的 
概念 可 以 被 经 验 改 变 吗 ?它们 不 能 。 因 此 “封闭 的 ”“ 有 界 的 ”概念 
并 不 是 完全 被 认可 的 。 所 以 ,我 们 打算 给 它们 下 定义 。 

DELTA; 画 出 那个 七 面体 来 。 我 想 知道 它 是 什么 样子 ? 

EPSILON: 好 吧 。 我 首先 从 一 个 平常 熟悉 的 八 面 体 开始 ( 见 图 
25)。 现 在 ,我 在 被 对 角 线 连接 的 平面 上 增加 3 个 正方 形 , 例如 
ABCD( 图 26), 

DELTA; 我 料想 一 个 正当 的 多 面体 只 会 有 两 个 面 在 棱 上 相交 。 
这 儿 却 有 3 个 面 。 


图 25 图 26 图 27 


EPSILON: 稍 安 毋 躁 。 为 了 照 你 的 要 求 作 ,我 现在 就 移 走 AT 
三 角形 ; 从 图 形 的 前 一 半 ,我 移 走 左 侧 上 边 的 三 角形 和 右 侧 下 面 的 
三 角形 。 从 图 形 的 后 部 ,我 移 走 左 侧 下 面 的 三 角形 和 右 侧 上 面 的 三 
角形 。 那 么 ,只 有 4 个 三 角形 在 图 示 中 以 阴影 标注 保留 下 来 (图 
27) 中 。 于 是 我 们 得 到 了 由 4 个 三 角形 和 3 个 正方 形 组 成 的 图 形 。 
这 就 是 七 面体 2。 它 的 棱 和 顶点 是 八 面体 原 先 的 楼 和 顶点 。 八 面体 
的 对 角 线 不 是 我 们 的 图 形 的 楼 ,而 是 与 其 自身 相交 的 线 。 我 并 不 太 
重视 几何 直觉 ,我 对 我 的 多 面体 碰巧 是 如 此 不 合适 地 符 人 三 维 空间 
的 事实 也 不 大 感 兴趣 。 这 一 事实 并 不 由 我 的 七 面体 的 关联 矩阵 来 呈 
现 。( 上 顺便 一 说 ,七 面体 能 够 精妙 地 嵌 人 五 维 空间 而 不 自 交 。)@ 

那么 现在 七 面体 的 表面 划 定 界限 了 吗 ? 如 果 你 定义 一 个 表面 是 
在 “ 划 定 界限 ”, 当 且 仅 当 它 在 分 隔 开 我 们 正在 讨论 的 多 面体 的 内 部 
和 外 部 这 一 意义 上 是 多 面体 的 边界 ,那么 答案 就 是 “没有 划 定 界限 ”。 
另 一 方面 ,如 果 你 定义 一 个 表面 是 在 “ 划 定 界限 ”, 当 且 仅 当 在 它 包 含 
多 面体 所 有 的 面 的 意义 上 它 是 多 面体 的 边界 ,那么 答案 就 是 “ 划 定 界 
限 了 ”。 你 看 ,你 不 得 不 定义 “ 划 定 界限 ”, 你 不 得 不 定义 “边界 ”。 这 


© 27 是 根据 希 尔 伯 特 和 康 佛 森 5[1932j 重 新 画 的 。 

O REHM CC. Reinhardt) 发 现 的 ( 见 其 [1885], 第 114 页 )。 

@@” 单 侧 性 或 者 双 侧 性 依赖 于 空间 的 维 数 ,这 最 先是 由 W、 过 克 (Dyck) 注 意 到 的 。 
见 其 [1888J, 第 474 页 。 


+120 。 EMEA 


些 概念 在 人 们 着 手 考察 多 面体 形式 的 丰富 性 之 前 ,看 起 来 是 有 一 点 
熟悉 ,但 是 ,经 过 如 此 这 般 的 考察 ,原先 的 粗糙 的 概念 分 裂 了 并 且 显 
现 出 精细 的 结构 ,于 是 ,你 必须 小 心地 定义 你 的 概念 ,使 其 在 你 所 使 
用 这 些 概念 的 意义 上 都 是 清晰 的 。 

KAPPA; 那么 ,为 了 避免 更 大 程度 的 分 裂 ,你 必须 和 否决 进一步 
的 考察 。 

老师 : Episilon, 你 不 要 昕 Kappa 的 。 一 般 来 说 , 反 驶 、 前 后 矛 
盾 、 批 评 都 是 非常 重要 的 ,但 是 ,前 提 是 它们 导致 了 改进 。 闻 续 航 友 
必 叉 不 上 算 成 功 。 单 纯 的 批评 ,即使 是 正确 的 ,如 果 拥 有 了 权威 性 , 那 
样 的 话 , 贝 克 莱 (Berkeley) 就 已 经 阻止 了 数学 的 发 展 , 狄 拉 克也 找 不 
到 他 的 论文 的 编辑 了 。 

EPSILON: 不 要 担心 ,我 立刻 就 把 Kappa 的 无 意义 的 请 难 抛弃 
了 。 我 现在 打算 继续 定义 我 的 用 语 ,把 所 有 的 用 语 都 翻译 为 我 那 为 
数 很 少 的 专门 的 原始 术语 一 一 多 胞 形 (polytope) 和 关联 矩阵 。 我 将 
由 定义 “界限 ”开始 。& - 胞 形 的 界限 就 是 依照 关联 矩阵 属于 它 的 
(人 一切 胞 形 之 和 。 我 将 &- 胞 形 之 和 称 为 上 - 链 。 例 如 ,多 面体 的 “ 表 
面 ”或 者 它 的 任 一 部 分 ) 本 质 上 是 2 - 链 。 我 定义 - 链 的 界限 为 属 
Tk - 链 的 (一 1) 胞 形 之 和 ,但 是 我 取 的 是 模 数 (modulo)2 的 和 来 代 
替 普通 的 和 。 这 意味 如 下 算式 有 效 ， 


0+0=0,1+0=1,0+1=1,1+1=0, 


你 们 必须 明白 ,这 就 是 & - 链 的 边界 的 正确 的 定义 。 

BETA: 等 一 下 。 我 无 法 轻易 地 领会 你 的 & - 维 的 定义 (有 - 
dmensionel definitions) 。 让 我 们 清楚 地 思考 (think loudly about) 
一 个 例子 9。 例如 ,一 个 而 的 边界 ,依照 你 的 定义 ,是 属于 面 的 楼 的 
集合 。 现 在 , 当 我 连接 两 个 面 ,公共 的 边界 将 不 再 包括 它们 两 者 都 包 
括 的 棱 。 所 以 , 当 我 把 棱 加 在 一 起 时 , 就 会 略 去 那些 成 对 地 出 现 的 


D x HER. 清楚 地 思考 "CThinking loudly) 曾 是 拉 卡 托 斯 英语 技巧 上 的 用 语 。 


棱 。 例 如 ,我 取 两 个 三 角形 (图 28) 。 第 一 个 a 
的 边界 是 c 十 d 十 e, 第 二 个 的 边界 是 a 十 5b 十 e， 
它们 连接 之 后 的 边界 是 < 十 5 十 e 十 c 十 4 十 d b 
e —a-E br cd, 我 现在 明白 了 为 什么 你 在 
你 的 定义 中 引入 模 数 2 的 和 和。 请 继续 下 e 
km, 28 

EPSILON: 在 我 使 用 完全 被 认可 的 语词 定义 了 “边界 ”之 后 ,我 
现在 来 定义 “封闭 性 ”。 到 目前 为 止 ,你 或 者 是 不 得 不 依靠 含糊 的 领 
悟 力 ,或 者 不 得 不 以 分 隔 开 来 的 情形 来 定义 “封闭 性 ”: 先是 棱 的 系 
统 的 封闭 性 ,然后 是 面 的 系统 的 封闭 性 。 现 在 ,我 来 向 你 们 展示 ,有 
一 个 普遍 的 封闭 性 概念 ,适用 于 任何 有 & - 链 ,并 独立 于 &。 我 将 把 天- 
链 称 作 闭 & - 链 , 或 者 ,简单 地 说 , 称 作 丰 -回路 人 - circuit) , 4 H {7 4 
它 的 边界 是 零 。 

BETA: 请 稍 等 。 让 我 想 想 : 直觉 上 ,普通 的 多 面体 是 封闭 的 ， 
并 且 因 为 其 边界 是 零 ,按照 你 的 定义 事实 上 也 是 封闭 的 ,同样 因为 每 
一 个 顶点 在 边界 中 出 现 两 次 ,那么 ,在 你 的 龙 数 2 代数 中 也 得 零 。 一 
个 普通 的 简单 的 多 面体 是 封闭 的 ,再 有 其 边界 是 零 ,因为 在 其 边界 中 
每 条 棱 出 现 两 次 。 

KAPPA| 旁白 ]: Beta 的 确 必须 努力 去 验证 Epsilon 的 “明显 和 
直接 的 领悟 ”1! 

EPSILON: 下 一 个 要 阐明 的 术语 是 “ 划 界 ”。 如 果 一 个 -回路 
是 一 条 (十 1)- 链 的 边界 ,我 就 说 &-~ 回 路 划 界 。 例 如 ,球状 多 面体 的 
“赤道 (equator)” 划 界 , 但 是 超 环 面 多 面体 的 “赤道 ”并 不 划 界 。 这 后 
一 种 情况 中 有 另 一 种 观点 , 即 赤道 给 “整个 ”多 面体 划 界 ,现在 被 排除 
了 ,因为 整个 多 面体 的 边界 为 空 。 如 今 ,例如 七 面体 的 划 界 问题 ,是 
绝对 清晰 的 了 。 

BETA: 你 有 点 儿 快 了 ,但 是 你 好 像 是 对 的 。 

GAMMA. 你 能 证 明 任何 划 界 之 & - 链 都 是 回路 吗 ? 你 只 为 回 
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路 定义 了 “ 划 界 ”一 一 你 原本 能 够 为 链 下 一 个 这 样 的 普遍 的 定义 。 我 
猜想 你 只 给 出 限制 性 的 定义 的 原因 是 这 隐藏 的 定理 。 

EPSILON: 对 。 我 能 够 证 明 它 。 

GAMMA; 另 有 一 个 质疑 。 一 些 链 是 回路 ,一 些 链 是 回路 划 界 。 
这 看 起 来 是 合适 的 。 但 是 ,我 认为 一 个 正宗 的 &- 链 的 边界 应 该 是 封 
闭 的 。 例 如 ,我 无 法 接受 一 个 多 面体 是 一 个 立方 体 却 没有 顶部 ,并且 
我 也 无 法 接受 一 个 多 边 形 是 正方 形 却 没有 了 一 条 边 。 你 能 证 明 任 何 
k ~ 链 的 边界 都 是 封闭 的 吗 ? 

EPSILON: 我 能 够 证 明 任 何 &- 链 的 边界 的 界 都 是 零 吗 ? 

GAMMA: HER, 

EPSILON: 是 的 ,我 不 能 证 明 。 但 这 毫 无 疑问 是 真 的 。 它 是 一 
条 公理 ,并 不 需要 证 明 。 

老师 : 继续 下 去 ,继续 下 去 ! 我 猜想 现在 你 可 以 把 我 们 的 定理 
翻译 成 你 那 完 全 被 认可 的 术语 了 。 

EPSILON: 是 的 。 简 要 地 说 , 翻译 后 的 定理 是 IAE, 
AR RRR BOE ER, CEDE AE EK .专门 的 术语 “多 面体 ” 
是 未 下 定义 的 ;我 已 经 用 完全 被 认可 的 术语 定义 了 “回路 ?和 “ 划 界 ”。 

GAMMA: 你 已 经 忘记 了 面 的 单 连通 性 的 问题 了 。 你 仅仅 翻译 
了 多 面体 的 单 连通 性 。 

EPSILON: WET. RERA H URRAZA, EAE 
0 -回路 。 我 已 经 把 “多 面体 的 单 连通 性 ”翻译 为 “< 所 有 1 -回路 和 
2 -回路 都 划 界 ”并 且 把 “ 面 的 单 连通 性 ”翻译 为 “所 有 0 -回路 划 定 
界限 ”。 

GAMMA: 我 不 理解 你 的 意思 。 什 么 是 0 -回路 ? 

EPSILON: 0 - 链 是 任意 顶点 之 和 。0 -回路 是 任意 其 边界 是 零 
的 顶点 之 和 。 

GAMMA: 但 是 什么 是 顶点 的 边界 ? 并 没有 砚 一 维 的 多 胞 体 。 

EPSILON: 当然 有 。 或 者 ,可 以 说 ,有 一 个 : SE, 
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GAMMA. 你 疯 了 ! 

ALPHA: 他 也 许 没 有 疯 。 他 是 在 引入 一 个 约定 。 我 不 介意 他 
采纳 什么 样 的 概念 上 的 工具 。 让 我 们 看 他 的 结果 。 

EPSILON: 我 没有 使 用 约定 ,而 且 我 的 概念 不 是 “工具 ”。 空 集 
契 负 一 维 多 胞 体 。 对 我 来 说 , 它 的 存在 是 确定 的 ,就 是 说 , 比 你 的 狗 
的 存在 还 要 更 加 明显 。 

Am. 不 要 柏拉图 式 的 宣传 ! 说 明 一 下 你 的 “ 划 界 的 0 -回路 ” 
是 怎样 翻译 为 “ 单 连通 面 ”的 

EPSILON: 如 果 你 一 日 认识 到 任意 项 质点 的 边界 是 一 个 空 集 ,其 
余 的 就 无 关 紧 要 了 。 按 照 我 先前 的 定义 ,一 个 顶点 的 边界 是 空 集 ,但 
是 两 个 顶点 的 边界 是 零 ,依靠 殉 数 2 代数 可 以 得 出 这 一 点 。3 IM 
点 边界 又 是 空 集 , 以 此 类 推 。 所 以 ,顶点 是 偶数 的 是 回路 , 顶点 是 奇 
数 的 就 不 是 回路 。 

GAMMA: 所 以 ,你 要 求 0 -回路 应 该 划 界 这 一 点 ,也 就 是 要 求 
任意 两 个 顶点 必须 为 1 - 链 划 界 , 或 者 用 日 常 语言 来 表述 ,就 是 要 求 
任意 两 个 顶点 必须 由 某 一 棱 的 系统 来 连接 。 这 当然 就 排除 了 环 状 
面 。 这 实际 上 就 是 我 们 过 去 常常 称 之 为 “分 隔 开 的 面 的 单 连 通 性 ”的 
要 求 。 

EPSILON: 你 几乎 无 法 否认 我 的 语言 , 它 是 反映 了 多 面体 基质 
的 自然 语言 , 它 第 一 次 显示 了 以 前 互 不 关联 的 .孤立 的 、 适 企 所 (ad 
Anoc) 判 据 的 根深 蒂 固 的 本 质 上 的 一 致 性 。 

GAMMA[ ŽA]: 我 几乎 不 能 否认 我 的 迷惑 不 解 ! 通 向 这 条 
“自然 的 简单 性 ”之 路 上 难道 应 该 杂乱 地 堆 满 了 如 此 的 复杂 性 ,这 真 
是 相当 的 奇怪 。 

ALPHA; 让 我 来 检查 一 下 我 的 理解 。 你 说 所 有 的 顶点 都 有 相 
同 的 边界 : 空 集 ,是 吗 ? 

EPSILON: 对 。 

ALPHA; 于 是 ， RER, 对 于 你 来 说 “所 有 顶点 都 有 空 集 ? 是 一 
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MAR TE n ^ PCS TEE RS RE TARA”. 

EPSILON: 是 这 样 的 。 

ALPHA: 但 是 这 些 公 理 不 可 能 有 同样 的 地 位 ! 前 面 的 公理 是 
一 个 约定 ,后 面 两 个 公理 则 必然 为 真 。 

老师 : 定理 已 经 翻译 了 。 我 想 看 证 明 。 

EPSILON: 马上 就 证 明 , 先生 。 先 让 我 稍微 修改 一 下 定理 为 : 
* Br RUP ol BR 55 LR 89 ITE E AREKEA” o 

老师 : 那 就 证 明 这 一 点 。 

EPSILON: 马上 就 证 明 , 先生 。 我 将 重新 叙述 这 一 定理 和 。 

BETA: 但 是 ,为 什么 ? 你 已 经 把 所 有 有 一 点 儿 含 糊 的 术语 翻 
译 为 完全 被 认可 的 术语 了 ! 

EPSILON: 这 是 真 的 。 但 是 ,我 打算 进行 的 翻译 是 非常 不 同 
的 。 我 将 把 我 的 一 套 原始 术语 翻译 为 另 一 套 还 要 更 加 基本 的 原始 
术语 。 

BETA: 这 样 ,你 的 一 些 完全 被 认可 的 术语 要 比 其 他 一 些 更 加 
被 认可 。 

老师 ， Beta, 不 要 不 断 地 质问 Epsilon T! 把 你 的 注意 力 放 在 他 
正在 做 的 而 不 是 他 怎样 解释 他 正在 做 的 上 面 。 继 续 ,Epsilon。 

EPSILON: 如 果 我 们 更 加 仔细 地 注意 我 的 定理 的 最 后 的 表述 ， 
我 们 将 看 到 , 它 正 是 关于 确定 的 矢量 空间 的 维 数 是 由 关联 矩阵 所 决 
定 的 定理 。 

BETA: 什么 ? 

EPSILON: 看 看 我 们 的 链 的 概念 ,比如 1 - 链 , 它 就 是 : 


xb + 250; 十 … +r OF, 
这 里 0, ,6, „de 是 五 条 楼 ,而 zz »X2»°""yTE 是 0 或 l, 


O “你 能 够 重新 叙述 这 一 问题 吗 ? 你 能 够 以 不 同 的 方式 来 重新 叙述 吗 ??( 波 利 亚 
[1945], 8 HD, 
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容易 看 出 ,1 - 链 形成 在 模 2 剩余 类 域 上 的 EE 维 矢量 空间 。 一 般 
来 说 ,k - 链 形成 模 2 剩余 类 域 上 的 Ni 维 矢 量 空间 (这 里 Ni 代表 - 
胞 形 的 数 )。 回 路 形成 链 空 间 的 子 空间 (subspaces) , 划 界 的 回路 又 
形成 回路 空间 的 子 空间 。 

MARKE , RARE EE RE" 40A ETES ERU AOI JP EE E] 
9,0 AEST ISI AL HER IBI AERE REI E 2 -EE ER 
等 天 2 ”。 这 是 欧 拉 定 理 的 本 质 。 

老师 : 我 喜欢 这 种 真正 地 显示 了 你 的 简单 工具 特性 的 重新 表 
述 一 一 真如 你 所 承诺 的 。 你 如 今 毫 无 疑问 将 要 通过 矢量 代数 的 简单 
方法 来 证 明 欧 拉 定理 了 。 让 我 们 看 看 你 的 证 明 。 


2. 猜想 的 另 一 个 证 明 


EPSILON: 我 把 我 的 定理 分 解 为 两 个 部 分 。 第 一 部 分 规定 ， 
回路 空间 和 划 界 回路 空间 重合 , 当 且 仅 当 它们 的 维 数 一 致 。 第 
二 部 分 规定 ,如 果 回 路 空间 和 划 界 回路 空间 有 相同 的 维 数 , 则 0 - 
链 空间 的 维 数 减 去 1 - 链 空间 的 维 数 再 加 上 2 - 链 空间 的 维 数 等 
于 2。 

老师 ; 第 一 部 分 是 矢量 代数 一 般 的 真 定理 。 请 证 明 第 二 部 分 。 

EPSILON: 没有 比 这 再 容易 的 了 。 我 只 需要 回 到 有 关 的 概念 
的 定义 就 行 了 2。 首 先 ,让 我 们 写 出 关联 矩阵。 例如 ,让 我 们 把 四 面 
体 ABCD 的 关联 矩阵 的 楼 设 为 AD , BD.CD, BC, AC. AB, ili EOS 
BCD.ACD.ABD.ABC, BEER 75 = 1 或 0, 依照 pii 属于 或 者 不 
属于 pi 而 定 。 所 以 我 们 的 矩阵 如 下 : 


“在 内 心 用 定义 替代 要 定义 的 事物 .”( 帕 斯 卡 [1659])“ 回 到 定义 ”( 波 利 亚 
[1945], 封 里 以 及 第 84 页 )。 
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y? ABCD 
ZEE 1 1 1 1 


3 AD BD CD BC AC AB 
0 0 0 


GO» 
=. © © + 
O m. oO nm 
OS orre 


1 0 1 
0 i 1 
1 1 0 


y BCD ACD ABD ABC 


AD 0 1 1 0 
BD 1 0 1 0 
CD i 1 0 0 
BC 1 0 0 1 
AC 0 1 0 i 
AB 0 0 1 1 
y» ABCD 

BCD 1 

ACD 1 

ABD 1 

ABC 1 


现在 ,在 这 些 和 矩阵 的 帮助 下 ,回路 空间 和 划 界 的 回路 空间 能 够 被 
轻易 地 刻画 了 。 我 们 已 经 看 到 & - 链 是 真正 的 矢量 


>, xip! o 
现在 我 们 把 b; - 胞 形 的 边界 定义 为 


NA 


Dpt. 
i=l 


(这 个 一 一 像 下 面 所 有 公式 一 样 一 一 只 是 用 符号 对 我 们 旧 的 定义 
重 写 。) 
k- D zip 的 边界 是 


2j Dp o 
那么 ,一 个 上 - 链 Dip 是 一 个 -回路 , 当 且 仅 当 


(1) 对 于 每 一 个 i, 有 2j, — 0, 
一 个 上 - 链 D zi 让 是 划 界 的 上 -回路 , 当 且 仅 当 它 是 某 (& 十 1) - 
4D Yanpi 的 边界 , 即 , 当 和 且 仅 当 存 在 系数 Y, Cn = 1, Nan), 


(2) zj; = PY. 
那么 ,显然 回路 空间 和 划 界 的 回路 空间 是 等 同 的 , 当 且 仅 当 它们 的 维 
数 是 等 同 的 , 即 , 当 且 仅 当 Nia 个 齐 次 线性 方程 (1) 的 独立 解数 等 于 
非 齐 次 线性 方程 组 (2) 的 独立 解数 。 根 据 已 知 的 线性 代数 的 定理 ,第 
一 个 数 是 Ni — 0, 这 里 o, 是 || o5 1| 的 秩 ;第 二 个 数 是 An. 

所 以 ,我 只 需要 证 明 , 如 果 Ni — o. = 0» 那么 V 一 E 十 FF —2. 

LAMBDA: 或 者 , “如果 Ni 一 十 Pin, 那么, No — Ni +N: = 
2", N, 是 某 些 矢量 空间 的 维 数 , o, 是 某 些 年 阵 的 秩 。 这 就 不 再 是 关 
于 多 面体 的 ,而 是 关于 某 多 维 矢量 空间 的 集 的 定理 了 。 

EPSILON: 我 知道 你 刚刚 睡 醒 。 当 你 睡 着 的 时 候 ,我 分 析 了 我 
们 关于 多 面体 的 一 些 概念 ,并 且 表明 它们 实际 上 都 是 矢量 代数 概念 。 
我 把 属于 欧 拉 现 象 里 原来 的 观念 都 翻译 为 矢量 代数 ,以 此 来 呈现 它 
们 的 本 质 。 当 下 我 无 疑 是 在 证 明 矢 量 代数 的 一 个 定理 , 它 是 以 完全 
被 认可 的 术语 表述 的 清晰 明白 的 理论 ,拥有 简洁 且 考 庸 置疑 的 公理 ， 
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以 及 简洁 且 毋 庸 置疑 的 证 明 。 比 如 ,看 看 我 们 过 去 多 次 讨论 的 定理 
的 新 的 普通 的 证 明 : 如 果 Na = aton BA, No 一 Ni 十 NN; = 
Lo -Hà — Pi — & d- & A- = Po d- p 一 1 十 1 二 2。 现在 谁 还 敢 怀疑 这 
一 定理 的 确定 性 ? 如 此 ,我 就 以 毋庸 置疑 的 确定 性 证 明了 欧 拉 的 有 
争议 的 定理 2。 

ALPHA: 但 是 ,看 看 这 几 , Epsilon, 如 果 我 们 已 经 接受 了 一 个 

与 之 抗衡 的 约定 顶点 没有 边界 ,以 四 面体 的 情况 为 例 ,矩阵 PRE 
PABCD 
0000 
其 秩 D 将 会 是 0, 并 且 因 此 V 一 E 十 = p +0 = 1 你 不 认为 你 的 
“证 明 ” 太 多 依靠 约定 了 吗 ? 你 选择 你 的 约定 难道 不 就 是 为 了 挽救 定 
理 吗 ? 

EPSILON: 我 的 关于 © 的 公理 不 是 一 个 “约定 ”。 在 我 的 语 
AF, wm 二 1 有 非常 真实 的 意义 , 它 指 每 一 对 顶点 都 划 界 ,也 就 
是 楼 的 网 状 结构 是 连通 的 (环形 面 因此 被 排除 )。“ 约 定 ” 这 一 表 
述 全 然 是 误导 。 对 于 带 有 单 连 通 面 的 多 面体 , à = 1 为 真 , à 一 
o RB. 

ALPHA: Mf, WIREH o — 1 和 mm = 0 都 描述 了 矢量 空间 
中 的 某 一 结构 。 差 别 是 , = 1 在 带 有 单 连通 面 的 多 面体 中 有 真实 
的 模型 ,而 另 一 个 却 没有 。 


3. 关于 证 明之 终极 性 的 一 些 疑 问 。 翻 译 的 程序 以 及 
实在 论 者 的 定义 方法 VS. 唯 名 论 者 的 定义 方法 


老师 ; 不 管 怎样 ,我 们 已 经 得 到 了 新 的 证 明 。 尽 管 这 样 ,可 它 是 
最 终 的 吗 ? 


D 这 一 证 明 应 归于 庞 加 莱 ( 见 其 [1899]) 。 
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ALPHA; 非 也 。 看 这 个 多 面体 (图 29). 

它 有 两 个 环形 面 , 前 面 的 与 后 面 的 , 它 可 以 被 一 一 
吹 胀 成 一 个 环 面 。 它 有 16 个 顶点 ,24 条 楼 和 

10 个 面 。 于 是 有 一 下 十 下 一 16 一 24 十 10 一 

2. 它 是 欧 拉 式 的 ,但 是 根本 不 是 单 连通 的 。 

BETA: 我 不 认为 这 是 稍 卡 儿 - 欧 拉 现 象 图 29 
的 例子 。 这 是 鲁 易 里 现象 的 例子 ;就 是 : x 
FPA A RREA m 个 环形 面 的 多 面体 , 育 V E+F = 2- 
2k --m D 。 对 于 任意 像 这 种 环形 面 的 个 数 是 隧道 的 两 倍 的 多 面体 ， 
BA V—-E+F -= 2, 但 是 那 并 不 意味 着 它 是 欧 拉 多 面体 。 这 种 鲁 
易 里 现象 可 以 立马 解释 我 们 为 什么 不 能 轻易 地 得 到 充分 必要 的 条 
件 一 一 或 者 主 定理 一 一 关于 笛 卡 儿 - 欧 拉 猜想 的 ,因为 这 些 鲁 易 里 的 
例子 已 经 不 合适 地 强行 进 和 人 到 欧 拉 式 的 例子 之 中 @。 

老师 : 但 是 Epsilon 从 没有 许诺 终极 性 ,仅仅 说 比 我 们 早 前 所 达 
到 的 要 更 有 深度 。 他 现在 已 经 履行 了 他 的 诺言 ,一 下 子 给 我 们 提供 
了 既 能 解释 普通 多 面体 的 欧 拉 特 征 又 能 解释 星 状 多 面体 的 欧 拉 特 征 
的 证 明 。 

LAMBDA: 这 倒是 真 的 。 他 翻译 了 这 一 要 求 ,就 是 面 都 是 单 连 
通 的 一 一 即 在 三 角 剖 分 过 程 中 每 一 条 新 的 对 角 线 都 产生 一 个 新 的 
面 一 一 以 这 种 方式 三 角 痢 分 的 观念 从 中 完全 消失 了 。 在 这 一 新 的 翻 
译 中 ,如 果 一 个 面 以 所 有 顶点 回路 划 界 ,这 个 面 就 是 单 连通 的 一 一 并 
且 议 一 要 求 对 欧 拉 式 星 状 多 面体 也 有 效 ! 同时 , 当 我 们 在 运用 约 当 
的 多 面体 的 单 连通 性 直觉 ( 即 非 星 状 的 直觉 ) 概 念 到 星 状 多 面体 遇 到 
的 困难 ,在 庞 加 莱 的 翻译 中 ,这 些 困难 消失 了 。 星 状 多 面体 ,正如 普 
通 多 面体 ,是 顶点 ,楼 、 面 的 集合 加 上 关联 矩阵 ;我 们 并 不 关心 碰巧 在 


D 见 鲁 易 里 [1812 一 1813aj。 这 一 关联 性 在 1812 年 至 1890 年 间 曾 被 多 次 重新 
发 现 。 
© 见 前 文 ,第 64 页 以 下 。 
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我 们 的 物质 的 、 三 维 的 .大 致 是 欧 几 里 得 的 空间 中 的 多 面体 的 实现 问 
题 。 例 如 ,小 的 星 芒 状 十 二 面体 不 是 欧 拉 式 的 : 在 其 中 描画 出 非 划 
界 的 1 -回路 并 不 太 难 。 

BETA: 我 从 另 一 方面 也 发 现 它 的 趣味 。Epsilon If] uEB fa] BN 
更 加 严格 .更 加 包容 了 。 在 这 两 者 之 间 有 必然 的 联系 吗 ? 

EPSILON: 我 不 知道 。 但 是 ,我 们 的 老师 只 要 求 让 我 的 证 明 更 
AR ,而 我 现在 正 要 求 得 到 绝对 的 确定 性 。 

KAPPA: 你 的 定理 和 先前 的 猜想 一 样 易于 被 一 些 想 象 的 概念 
DH, 

EPSILON: 你 错 了 ,Kappa, 下 面 我 来 解释 0。 

ALPHA: 在 你 解释 之 前 ,让 我 对 你 的 证 明 先 提 第 二 个 问题 ,或 
者 更 确切 地 说 关于 你 对 证 明 所 要 求 的 终极 性 和 确定 性 的 问题 。 多 面 
体 事实 上 是 你 的 矢量 代数 结构 的 模型 吗 ? 你 确信 你 把 “多 面体 ”翻译 
为 矢量 理论 是 一 个 正确 的 翻译 吗 ? 

EPSILON: 我 已 经 说 了 是 正确 的 。 如 果 某 些 事情 让 你 吃惊 ,也 
不 是 怀疑 它 的 理由 。“ 我 正在 追随 伟大 的 数学 家 ,他 们 借助 于 一 系列 
令 人 吃惊 的 定义 ,把 数学 从 怀疑 论 者 那里 解救 出 来 ,并 且 提 供 了 其 命 
题 的 严格 证 明 。?@ 

老师 : 我 的 确认 为 这 种 翻译 的 方法 是 Epsilon 证 明确 定性 与 终 
BERNER. RAR RIRE A SEA (translation 
procedure)。 但 是 让 我 们 看 看 ,还 有 其 他 疑问 吗 ? 

GAMMA; 还 有 一 个 。 假 如 我 接受 了 你 的 推论 是 毋庸 置疑 的 。 
你 确信 你 不 能 从 你 的 前 提 同 样 毋 良 置 疑 地 推导 出 你 的 定理 的 否 


D RÆ 134—136 页 。 

© ”这 名 话 引 自 兰 姆 塞 (Ramsey)[1931], 第 56 页 。 只 改变 了 一 个 词 ,他 是 以 “数理 逻 
辑 学 家 ”代替 “数学 家 ”, 但 是 ,这 仅仅 是 因为 他 不 理解 他 所 描述 的 程序 不 是 数理 逻辑 的 独 
特 的 特征 ,而 是 柯 西 以 来 “严格 的 ”数学 的 特征 ,并 且 , 如 极限 .连续 性 等 等 这 些 由 柯 西 提出 
并 由 维尔 斯 特 拉 斯 改进 的 著名 定义 也 都 归于 这 一 行列 。 我 注意 到 ,罗素 也 曾 引 用 过 兰 姆 
塞 这 句 话 (罗素 [1959], 第 125 页 ) 。 
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定 吗 ? 

EPSILON: 我 所 有 的 前 提 都 是 真 的 。 它 们 怎么 可 能 不 一 致 呢 ? 

老师 : 我 很 欣赏 你 的 怀疑 。 但 是 ,我 更 欢迎 一 个 反例 而 不 是 诸 
多 的 怀疑 。 

GAMMA: 我 想 知 道 ,我 的 圆柱 难道 没有 驱 倒 这 一 新 定理 ? 

EPLISON: 它 当 然 没 有 驶 倒 。 在 圆柱 体 中 , 空 集 没有 划 界 ,于 
是 有 m #1. 

GAMMA: 我 明白 。 你 是 对 的 。 把 这 一 论据 放 进 你 那 非 常熟 
悉 、 清 晰 .明确 的 术语 中 ,立刻 就 说 服 了 我 。 

EPSILON: 我 知道 , JR TE LUC! 你 在 前 面 就 质疑 过 我 的 定 
义 。 那 时 我 说 过 它们 的 确 是 毋庸 置疑 的 真 的 公理 ,其 借助 于 绝对 无 
误 的 清晰 .明确 的 直觉 来 表述 我 们 所 讨论 的 概念 的 本 质 。 我 一 直 在 
考虑 这 一 问题 ,最 终 我 认为 必须 放弃 我 那 亚 里 士 多 德 式 的 定义 观 。 
当 我 定义 一 个 含糊 的 术语 时 ,事实 上 ,我 是 以 一 个 新 的 来 替换 它 , 老 
的 术语 只 不 过 作为 我 的 新 术语 的 给 写 阅 黑 了 。 

ALPHA: 让 我 们 来 澄清 这 一 点 。 你 用 “定义 ”来 指 谓 什 么 : 是 
指 从 左边 到 右边 进行 一 次 替换 ,还 是 从 右边 到 左边 进行 一 次 缩写 ? 

EPSILON: 我 是 指 缩写 。 我 已 经 忘记 了 老 的 术语 的 含义 。 我 
径直 地 提出 了 我 的 术语 的 新 的 含义 而 抛弃 了 老 的 含糊 的 术语 。 我 也 
径直 地 提出 我 的 问题 而 抛弃 了 老 的 星 涩 的 问题 。 

ALPHA: 你 不 禁 成 为 一 个 极端 主义 者 。 但 是 请 继续 下 去 。 

EPSILON: 然而 ,我 通过 我 的 纲领 中 的 这 样 一 个 变化 的 确 收获 
一 点 : 你 的 一 个 疑问 因此 而 消除 了 。 如 果 定 义 是 缩写 ,它们 就 不 可 
能 是 假 的 。 

ALPHA: 但 是 你 也 失去 了 更 加 重要 的 东西 。 你 不 得 不 把 你 的 
欧 几 里 得 纲领 限制 为 以 完全 被 认可 的 概念 表达 的 那些 理论 了 ,并且 
当 你 想 把 有 模糊 的 概念 的 理论 拉 进 这 一 纲领 的 范围 时 ,你 就 无 法 使 
用 你 的 翻译 的 技巧 做 到 这 一 点 : 正如 你 所 说 ,你 不 是 翻译 ,而 是 在 提 
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念 的 本 质 的 方面 也 可 能 会 在 翻译 中 丧失 。 新 的 清晰 的 概念 也 许 并 不 
适合 用 来 解决 一 些 老 的 概念 可 以 解决 的 问题 2。 如 果 你 把 你 的 翻译 
当 作 是 不 会 错 的 ,或 者 ,如 果 你 有 意识 地 抛弃 老 的 含义 ,这 两 种 极 
端 情况 将 会 产生 同样 的 结果 : 你 也 许 会 把 原先 的 问题 推 人 思想 史 
被 忽视 的 地 域 , 事 实 上 你 并 不 想 这 样 做 @。 所 以 ,如 果 你 冷静 下 来 ， 
你 不 得 不 认可 定义 总 须 有 那么 一 点 修改 的 实在 论 : 它 必 须 保 留 老 
的 含义 的 一 些 相关 的 方面 , 它 必 须 从 左边 到 右边 转移 含义 的 一 些 
相关 要 素 @。 

BETA: 不 过 ,即使 Epsilon 在 定义 中 接受 这 种 有 一 些 修改 的 实 
在 论 , 那 么 ,对 实在 论 者 的 方法 的 放弃 将 仍然 是 对 其 先前 的 欧 几 里 得 
纲领 的 大 撤退 。 我 猜想 , Epsilon 现在 会 说 ,存在 着 用 完全 被 认可 的 
术语 和 确实 可 靠 的 推论 表述 的 欧 几 里 得 理论 一 一 比如 算术 、 几 何 、 逻 
辑 、 集 合 论 , 而 如 今 , 他 通过 把 包含 含糊 的 、 蜂 涩 的 术语 和 不 确定 的 扒 
论 的 非 欧 理论 一 一 比如 微 积分 和 概率 论 一 翻译 成 已 定 的 欧 几 里 得 
理论 来 组 成 欧 几 里 得 纲领 ,从 而 既 为 基础 理论 也 为 早先 的 非 欧 理论 
开辟 了 新 的 发 展 道路 。 


D ”一 个 经 典 的 翻译 不 能 满足 (通常 是 隐 含 的 ) 充 分 性 判 据 的 例子 是 19 世纪 曲面 面 
REX, CER H + A- WEACH. A. Schwartz) 的 “反例 ” 击 倒 的 。 

麻烦 的 是 充分 性 判 据 可 能 随 着 新 问题 的 出 现 而 改变 ,这 也 许 会 引起 概念 的 工具 箱 的 
变化 。 这 种 变化 的 一 个 范例 是 积分 的 概念 的 经 历 。 这 是 现代 数学 教育 的 耻辱 ,学 生 们 能 
够 精确 地 引用 柯 西 . 黎 曼 、 勒 贝 格 等 人 的 关于 积分 的 不 同 的 定义 , 却 不 知道 发 明 这 些 定义 
是 用 来 解决 哪些 问题 的 ,或 者 它们 是 在 解决 哪些 问题 的 过 程 中 被 发 现 的 。 随 着 充分 性 判 
据 的 变化 ,定义 也 常常 以 如 此 方式 发 展 ,就 是 符合 所 有 判 据 的 定义 成 为 支配 性 的 。 积 分 定 
义 却 没有 出 现 这 种 情况 ,是 因为 其 判 据 的 非 一 致 性 一 一 这 也 就 是 概念 不 得 不 分 裂 的 原因 。 
证 明 产生 的 定义 甚至 在 依 欧 几 里 得 纲领 建立 起 来 的 平移 定义 中 也 起 到 决定 性 的 作用 。 

© 这 一 过 程 正 是 20 世纪 形式 主义 的 特征 。 

@ 非常 奇怪 ,这 一 平常 的 观点 被 像 帕斯卡 和 波 普尔 这 样 的 唯 名 论 者 错过 。 帕 斯 卡 
写 道 ( 在 上 述 引文 中 ) :“…… 几 何 学 家 和 所 有 那些 按 方法 有 序 操作 的 人 ,只 是 为 精简 表达 
才 给 事物 加 上 和 名称,” 波 普尔 写 道 ([1945], 第 2 卷 ,第 14 页 ):“ 在 现代 科学 中 只 有 唯 名 论 
者 的 定义 出 现 , 那 就 是 说 ,简略 的 符号 或 标签 被 引入 是 为 了 简略 的 表述 .让 人 好 奇 的 是 ， 
唯 名 论 者 和 实在 论 者 怎么 能 够 彼此 无 视 对 方 论 证 中 的 合理 内 核 。 
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EPSILON: 我 将 把 这 种 “已 定 的 欧 几 里 得 理论 (already 
Euclidean)” RM E HERZ A EFH Ca dominant theory), 

GAMMA: 我 想 知道 这 种 退缩 的 纲领 应 用 范围 是 什么 ? CRE 
无 法 涵盖 物理 学 。 你 永远 不 可 能 把 波动 力学 翻译 成 几何 学 。 
Epsilon 想 “ 依 靠 一 系列 的 令 人 吃惊 的 定义 把 数学 从 怀疑 者 手 里 解救 
出 来 *?D, 但 是 他 所 解救 的 至 多 是 些 碎 届 ，。 

BETA: 我 对 这 些 翻译 定义 还 有 一 个 问题 。 它 们 在 主导 理论 中 
看 起 来 似乎 只 是 一 些 缩写 ,因此 “依照 定义 ”它们 是 正确 的 。 但 是 ,如 
果 我 们 把 它们 归 之 于 非 欧 几 里 得 范畴 , 那 就 是 证 伪 的 了 @。 

EPSILON: 你 说 得 对 。 

BETA: 看 一 个 人 是 怎样 证 伪 这 样 的 定义 是 一 件 有 趣 的 事 儿 。 

THETA: 现在 ,我 想 把 讨论 转移 到 Epsilon 的 推导 是 否 绝对 可 
靠 的 问题 上 来 。Epsilon, 你 还 声称 你 的 定理 的 确定 性 吗 ? 

EPSILON: 那 当然 。 

THETA: 所 以 你 无 法 想象 你 的 定理 的 一 个 反例 了 ? 

EPSILON: 正如 我 告诉 Kappa 的 那样 ,我 的 证 明 是 确实 可 靠 
的 。 对 于 它 没 有 任何 反例 。 


© 见 前 文 ,第 130 页 。 

© ”这 一 差别 的 方法 论 上 的 重要 性 还 没有 彻底 弄 明 白 。 帕 斯 卡 ,这 位 缩写 定义 的 伟 
大 的 敲 歇 者 、 亚 里 士 多 德 实在 论 定义 理论 的 伟大 的 反对 者 ,他 并 没有 注意 到 拢 弃 实 在 论 实 
际 上 就 是 抛弃 大 的 适用 范围 的 欧 几 里 得 纲领 。 在 欧 几 里 得 纲领 中 ,人 们 必须 定义 所 有 的 
术语 ,哪怕 是 “只 有 一 点 儿 含糊 ”。 如 果 这 只 是 由 为 替换 含糊 的 术语 而 任意 选择 的 精确 的 
术语 所 组 成 的 ,那么 人 们 事实 上 放弃 了 原先 的 研究 领域 而 转向 其 他 了 。 但 是 帕斯卡 的 确 
不 想 这 样 。 柯 西 和 维尔 斯 特 拉 斯 , 当 他 们 进行 数学 的 算术 化 的 时 候 , 就 是 实在 论 者 ;罗素 ， 
当 他 进行 数学 逻辑 化 的 时 候 , 就 是 实在 论 者 。 所 有 这 些 人 都 认为 他 们 的 连续 性 、 实 数 , 整 
数 等 定义 抓 住 了 有 关 概 念 的 本 质 。 当 罗素 表述 日 常 语言 中 的 陈述 的 逻辑 形式 时 , 即 把 日 
常 语言 翻译 为 人 工 语言 时 ,他 认为 一 一 至 少 在 其 “蜜月 期 ([1959], 第 73 页 )” 他 是 被 
确实 可 靠 的 直觉 所 引导 。 波 普尔 ,在 他 合理 地 攻击 实在 论 者 的 定义 时 ,对 于 翻译 定义 的 重 
要 间 题 没有 充分 关注 ,我 猜想 ,这 可 以 说 明 为 什么 在 我 看 来 ,其 [1947] 第 273 页 中 对 逻辑 
形式 的 处 理 不 能 令 人 满意 。 依 照 波 普 尔 所 说 (这 里 他 是 追随 塔 斯 基 ) ,有 效 推论 的 定义 仅 
DUSGESAEIBIIOEHS ROHOEIKL UE, MÀN EDGE EUH IK AERE IIO H A 
GE BORID JLIIEO, SESOTESE BE BUS STORE. ERRIREN. 
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THETA: 你 是 不 是 想 要 把 作为 怪物 的 反例 排除 掉 ? 

EPSILON: WERE ERRE. 

THATA: 所 以 ,你 声称 ,不 管 我 用 什么 来 替代 你 的 完全 被 认可 
的 术语 ,定理 依然 是 正确 的 了 ? 

EPSILON: 你 可 以 用 任何 语词 来 蔡 代 完全 被 认可 的 矢量 代数 
HETRE. 

THETA: 我 无 法 替换 你 的 非 专 门 的 原始 术语 ,诸如 “所 有 ”、 
“和 ”、“2” 等 等 ,是 吗 ? 

EPSILON: 不 。 但 是 你 可 以 用 任何 语词 来 替换 我 的 专 /7 扩 被 
完全 认可 的 术语 ,诸如 “顶点 ”"“ 棱 ”“ 面 ”等 等 。 由 此 ,我 认为 我 已 阐 
明了 反 驶 意味 着 什么 。 

THETA: 不 错 。 但 是 另 一 方面 ,事实 上 ,你 既 可 以 被 反 驶 , 实 
际 上 也 没有 做 到 你 自 认 为 自己 已 经 做 到 的 。 

EPSILON: RAB ARERR o 

THETA: 如 果 你 真 想 弄 懂 , 你 就 会 明白 。 你 的 反例 的 观念 的 
特征 看 起 来 是 合理 的 。 但 是 ,如 果 反 例 是 那样 的 话 , 那 么 你 的 “完全 
被 认可 的 术语 ”的 含义 就 是 无 关 紧 要 的 了 。 如 果 你 的 主张 是 正当 的 ， 
这 就 恰好 是 你 证 明 的 价值 所 在 。 一 个 证 明 , 如 果 是 不 可 反 驶 的 ,就 不 
会 依赖 于 一 一 正 是 按照 不 可 反 驶 的 证 明 的 概念 一 一 专门 的 “完全 被 
认可 的 术语 ”的 含义 。 所 以 ,你 的 证 明 的 重任 一 一 如 果 你 是 正确 
的 一 一 全 部 要 由 非 专门 .基础 的 术语 的 含义 来 承担 一 一 例如 在 算术 、 
集合 论 .逻辑 中 一 一 而 丝毫 不 是 由 你 的 专门 术语 的 含义 来 承担 。 

我 将 把 这 样 的 证 明 叫 做 形式 证 女 ,因为 它们 根本 不 依赖 专门 术 
语 的 含义 。 形 式 性 的 程度 的 确 是 依赖 非 专门 术语 。 这 些 术语 完全 被 
认可 的 特征 一 一 我 称 之 为 构成 术语 (formative terms) 的 特征 一 一 的 
确 非 常 重要 。 通 过 限制 它们 的 含义 ,我 们 说 明 哪 些 能 够 被 接受 为 反 
例 , 哪 些 不 能 够 。 由 此 ,我 们 就 控制 了 反例 的 洪水 泛滥 。 如 果 一 个 定 
理 没有 反例 ,我 们 就 称呼 这 一 定理 为 重 育 式 : 例如 一 个 算术 -集合 
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论 的 重 言 式 。 

ALPHA; 按照 我 们 对 准 逻 辑 常 项 的 选择 ,我 们 似乎 能 得 到 所 有 
区 域 的 重 言 式 。 但 是 我 知道 这 里 问题 多 多 。 首 先 : 我 们 是 怎样 知道 
一 个 重 言 式 就 是 重 言 式 的 ? 

KAPPA: BET TIRERI BEZ AAEE TERE . (ER, 
果 你 对 主导 理论 产生 了 严重 的 怀疑 , 那 就 抛弃 它 , 代 之 以 另 一 个 主 
Se. 


* HER: 这 一 部 分 对 话 在 拉 卡 托 斯 的 论文 里 就 到 此 为 止 了 。 
我 们 应 该 尝试 说 服 拉 卡 托 斯 把 对 话 治 着 下 面 的 路 径 继续 下 去 ， 

THETA: 但 是 从 我 们 刚才 所 谈 的 来 看 ,似乎 可 以 知晓 ,如 果 我 
们 可 以 在 其 主导 理论 是 逻辑 的 系统 中 重新 认识 我 们 的 证 明 , 那 么 只 


D 主导 理论 的 这 般 改 变 意味 着 我 们 所 有 知识 的 重组 。 在 古代 ,算术 的 悖 论 , 实 际 上 
只 是 算术 表面 的 矛盾 ,导致 希腊 人 放弃 算术 作为 主导 理论 而 代 之 以 几何 学 。 他 们 的 比例 
理论 就 是 为 把 算术 翻译 为 几何 学 的 目的 服务 的 。 他 们 确信 全 部 天 文学 以 及 全 部 物理 学 都 
可 以 翻译 为 几何 学 。 

笛 卡 儿 的 伟大 革新 是 以 代数 学 替代 几何 学 ;也 许 是 因为 他 认为 在 主导 理论 中 分 析 其 
自身 就 应 该 导向 真理 。 

现代 数学 发 生 的 “严格 性 的 革命 ”事实 上 是 由 重新 确立 算术 作为 主导 理论 来 完成 ,这 
一 主导 理论 的 重新 确立 是 通过 从 柯 西 到 维尔 斯 特 拉 斯 所 持续 进行 的 庞大 的 数学 算术 化 的 
纲领 来 实现 。 实 数理 论 一 一 相当 多 的 实干 的 数学 家 感觉 它 是 人 工 的 一 一 却 是 至 关 重 要 的 
一 步 ;这 类 似 于 希腊 人 的 “人 工 的 ”比例 理论 。 

接 下 来 又 轮 到 罗素 ,他 使 轨 辑 成 为 全 部 数学 的 主导 理论 。 把 元 数学 的 历史 解释 为 对 
主导 理论 的 探求 ,也 许可 以 为 这 一 学 科 的 历史 投入 新 的 光亮 ,人 们 或 许 能 够 表明 , 正 是 哥 
德尔 (K. G6del) 关 于 算术 是 元 数学 天 然 的 主导 理论 的 “发 现 ” 直 接 导向 目前 的 研究 阶段 ,并 
且 既 在 算术 又 在 元 数学 领域 展现 了 新 的 前 景 。 

另 一 个 值得 注意 的 欧 几 里 得 式 的 翻译 的 例子 是 把 概率 论 娠 入 测度 论 的 现代 时 强 


做 法 。 
主导 理论 以 及 主导 理论 的 改变 一 般 在 很 大 程度 上 也 决定 了 科学 的 发 展 。 理 性 力学 作 
为 物理 学 的 主导 理论 ,其 产生 和 随后 的 衰落 在 现代 科学 史 中 扮 演 了 核心 的 角色 。 生 物 学 
反抗 被 “翻译 "为 化 学 的 斗争 ,心理 学 反抗 被 翻译 为 生理 学 的 斗争 ,都 是 现今 科学 史 引 人 关 
注 的 特征 。 翻 译 的 进程 是 巨大 的 储存 各 种 问题 的 著 水 池 , 也 包含 了 历史 的 趋势 ,这 些 趋势 
所 代表 的 宏大 思想 模式 至 少 与 黑 格 尔 三 段 式 ( 译 注 : 指 命题 的 正 . 反 、 合 ) 有 同等 的 重要 
性 。 这 样 的 翻译 通常 加 快 了 主导 理论 以 及 被 吸收 的 理论 的 发 展 ,但 是 后 来 , 随 着 翻译 的 弱 
点 日 益 显 著 , 它 将 成 为 进一步 发 展 的 障碍 。 
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要 我 们 对 我 们 的 逻辑 没有 严重 的 怀疑 ,我 们 将 能 够 保证 我 们 的 演绎 
推理 的 绝对 可 靠 性 ,并 且 把 所 有 的 怀疑 不 是 投 到 实际 的 证 明 上 ,而 是 
投 到 引 理 上 , 投 到 定理 的 前 提 上 。 

EPSILON: 我 很 高 兴 , 至少 Theta 最 终 理解 了 。 事 实 上 ,我 的 
证 明 是 可 以 在 其 主导 理论 是 逻辑 的 系统 中 重新 认识 的 。 随 着 所 有 的 
引 理 并 入 为 前 提 条 件 ,条 件 陈述 就 能 在 这 一 系统 中 被 证 明 , 而 且 我 们 
知道 (相对 于 给 定 的 一 批 构成 的 “逻辑 的 ?术语 ), 并 没有 任何 能 够 以 
这 种 方式 证 明 的 陈述 的 反例 产检 。 不 管 描述 的 术语 怎样 被 重新 解 
酸 ,这 一 条 件 陈述 将 始终 保持 为 真 。 

LAMBDA. 怎样 得 出 “我 们 知道 ”的 呢 ? 

EPSILON: 我 们 并 不 豆奶 知道 一 -这 是 一 条 关于 部 辑 的 非 形 
式 的 定理 。 但 是 , 除 此 以 外 ,我 们 知道 , 当 其 在 这 样 的 系统 中 以 任意 
所 谓 的 证 明 出 现时 ,我 们 可 以 使 用 一 种 保证 在 有 限 的 步骤 内 得 出 答 
案 的 程序 完全 机 械 地 检查 它 是 否 的 确 是 一 个 证 明 。 那 么 ,在 这 样 的 
系统 中 ,你 的 “证 明 分 析 ” 就 降低 成 为 平凡 的 手段 了 。 

ALPHA: 但 是 ,Epsilon, 你 会 赞同 “证 明 分 析 ” 在 非 形 式 数 学 中 
还 维持 其 重要 性 的 ;而 且 , 形 式 证 明 也 总 是 非 形式 证 明 的 翻译 ,关于 
翻译 所 提出 的 问题 也 还 的 确 是 真实 的 。 

LAMBDA: 但 是 无 论 如 何 ,Epsilon, 我 们 又 是 怎样 知道 证 明 的 
检查 总 是 正确 的 呢 ? 

EPSILON: 实际 上 ,Lambda, 你 难以 遏止 的 对 确定 性 的 渴求 正 
在 变 得 令 人 厌烦 了 ! 我 已 经 有 多 少 回 只 好 告诉 你 我 们 对 确定 性 是 一 
无 所 知 的 了 ? 但 是 你 对 确定 性 的 渴望 正在 使 你 提出 一 些 非常 无 聊 的 
问题 一 一 而 你 对 有 趣 的 问题 却 熟视无睹 。 
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1. 柯 西 为 “连续 性 原理 "所作 的 辩护 


多 证 多 驶 法 是 数学 发 现 中 的 一 种 非常 普遍 的 探 斌 模式。 然而 ， 
这 种 方法 似乎 只 不 过 在 19 世纪 40 年 代 才 被 发 现 ,甚至 在 今天 对 于 
许多 人 来 说 它 好 像 仍 是 芒 雇 的, 并且 的 确 没有 被 真正 地 理解 。 在 这 
“个 附录 中 ,我 将 尝试 大 致 描绘 出 数学 分 析 中 证 明 分 析 的 情节 ,并 且 义 
勒 出 阻止 对 其 理解 .认可 的 根源 。 前 面 ,我 已 经 通过 对 笛 卡 儿 - 欧 拉 
猜想 的 柯 西 证 明 的 案例 研究 说 明了 多 证 多 驶 法 ,这 里 ,我 将 首先 重复 
对 这 一 方法 的 概述 。 


有 一 种 数学 发 现 的 一 一 或 者 是 非 形式 化 的 数学 理论 的 发 展 的 简 
单 模式 。 这 种 模式 由 下 面 几 个 阶段 组 成 ， 
(CD Ina 


(2) UEH — f ELE EUSTSE RO BE A E UE , TELS THEE IL — 
EF REA J| FD, 

(3) “PAGHI (global) "fe fil EFIR RAAHE AD EHER. 

(4) UHLE: RIT ELI RI ARIE PER" e BURG 
RGI”. KERN HET RA RT RES E 


(D 正如 我 所 强调 的 ,历史 的 实际 模式 也 许可 以 稍微 偏离 这 一 探 试 的 模式 。 第 4 阶 
段 有 时 也 可 以 在 第 3 阶段 之 前 (甚至 在 探 试 法 的 顺序 中 ) 一 一 一 个 精巧 的 证 明 分 析 也 许可 
以 引发 出 反例 。 
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ERHEBT. WEER DK ATEN —ÁPAHTESLA IURE 
Mo EEE MERE — LUTUBESTPEMBESTEN UR 
ERA AE UR AGER C, 

这 4 个 阶段 组 成 了 证 明 分 析 的 本 质 内 核 。 但 是 ,还 有 一 些 进 一 
步 的 标准 阶段 常常 会 出 现 : 

(5) BARER EI HDEE S Uh emos 
ERAR BI UEBER METE: KMU SERIE RER 
IH] BESTE FFO MER RHEA HB 

(6) PASER TEZ IH Hl XC B RBR PEE. 

CD EREE AR AI T — R BIRR IS SRE T. 

我 现在 希望 考虑 另 一 个 案例 研究 。 这 里 的 原始 猜想 就 是 , 任 一 
连续 函数 收敛 系列 的 极限 其 自身 是 连续 的 。 正 是 柯 西 ,他 给 出 了 这 
一 猜想 的 首次 证 明 , 这 一 猜想 在 整个 18 世纪 都 被 想当然 地 当 作 是 真 
的 ,因此 被 认为 毋须 任何 证 明 。 它 被 当 作 是 “直到 极限 为 止 为 真 ,在 
极限 上 就 为 真 " 这 一 “公理 ”的 特殊 情况 2。 我 们 在 柯 西 的 著名 的 
[1821]( 第 132 页 ) 中 发 现 了 这 一 猜想 及 其 证 明 。 

“假如 这 一 “猜想 ”迄今 为 止 一 直 被 看 作 不 证 自明 是 真 的 ,为 什么 
柯 西 觉得 有 必要 去 证 明 它 呢 ? 难道 是 某 些 人 批评 了 这 一 猜想 ? 
下 面 我 们 将 看 到 ,情况 不 是 这 么 简单 。 和 凭借 事后 的 明 见 ,我们 现 


D x MAR: 换 句 话 来 说 , 这 种 方法 ( 某 种 程度 上 ) 是 由 其 产生 的 一 系列 陈述 
Pise, Pa 组 成 ,以 至 于 Pı&--&P, 对 于 某 些 引 人 关注 的 对 象 域 被 认为 应 该 是 真 的 ,并 且 
似乎 蕴含 了 原始 猜想 C。 结 果 可 能 发 现 这 不 是 事实 一 一 换 句 话说 ,我 们 发 现 的 情况 是 ,其 
中 C 为 假 (全 局 的 反例 ”) ,但 是 P 到 P, 却 成 立 。 这 就 导致 我 们 要 清楚 地 说 明 也 被 这 一 
反例 (“ 局 部 反例 2) 所 驳 倒 的 一 条 新 的 引 理 Por, 因此 ,先前 的 证 明 就 被 一 个 新 的 证 明 所 
替换 ,新 的 证 明 能 够 被 概括 为 如 下 的 条 件 陈述 : 


已 &…&P& PH C, 


这 一 条 件 陈述 的 (逻辑 的 ) 真 不 再 被 反例 所 驳斥 (因为 既然 现在 前 件 为 假 ,那么 条 件 陈 述 则 
为 真 ) 。 

© 体 厄 尔 (WhewelD)t1858],1, 第 152 页 。 在 1858 年 时 , 休 厄 尔 至 少 已 落后 10 年 
了 。 这 一 原理 是 源 于 莱 布 尼 芯 的 连续 性 原理 ([1687], 第 744 页 )。 博 耶 (Boyer) 在 其 
[1939] 第 256 页 引用 了 出 自重 易 里 [1786] 第 167 页 的 对 这 一 原理 特征 的 重新 表述 。 
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在 可 以 看 到 柯 西 猜想 的 反例 已 经 由 傅 里 叶 (Fourier)? 的 工作 提供 了 。 
BEHALTEN 澡 实 际 上 就 包含 一 个 例子 ,按照 当时 的 
观念 , 它 是 一 个 趋 近 于 柯 西非 连续 函数 的 连续 函数 的 收敛 级 数 , 即 ; 


cos x — + cos 32 + 5 cos 5x 一 … (1) 


不 管 怎样 , 依 里 叶 自 己 对 这 一 级 数 的 态度 是 相当 清楚 的 (并 且 截 然 不 
同 于 现代 的 态度 ): 

(a) 他 声称 , 它 处 处 收敛 。 

(b) 他 声称 , 它 的 极限 函数 是 由 分 开 的 直线 组 成 ,其 中 每 一 条 都 
平行 于 z 轴 ,并 且 等 于 圆周 [ 那 就 是 z]。 这 些 平 行 线 交替 地 位 于 z 
轴 的 上 方 和 下 方 ,距离 是 x/4, 并 且 由 垂 线 连 起 来 , 垂 线 其 本 身 也 成 
为 直线 的 一 部 分 @。 

传 里 叶 关 于 函数 图 中 垂 线 的 措 词 表露 出 了 自己 的 看 法 。 他 认为 
这 些 极限 函数 (在 某 种 意义 上 ) 是 连续 的 。 实 际 上 , 傅 里 叶 的 确 把 某 
一 函数 看 作 是 连续 的 ,只 要 它 的 图 示 能 够 用 一 枝 不 离开 纸 的 铅笔 画 
出 来 。 由 此 , 侍 里 叶 不 会 认为 他 自己 已 经 构造 了 柯 西 连续 性 公理 的 
反例 9。 它 只 是 按照 柯 西 后 来 对 连续 性 的 刻画 ,极限 函数 在 某 些 傅 


D RAA IS PAT HN ANRT T 1812 年 的 数学 大 奖 , 它 曾 受到 拉 普 拉 斯 
(Laplace) , 勒 让 德 和 拉 格 郎 日 (Lagrange) 的 评判 。( 译 注 : 1811 年 底 , 傅 里 时 把 他 关于 热 
传导 的 研究 报告 提交 给 巴黎 科学 院 , 裁 决 者 拉 普 拉 斯 . 拉 格 朗 日 和 勒 让 德 严厉 地 批判 了 这 

份 报告 ,以 致 没 能 在 科学 院 得 到 发 表 , 如今 它 已 是 一 篇 这 一 领域 的 经 典 文献 了 。) 这 一 报告 
SENS AUCHAN )1822 年 出 现 之 后 才 得 以 出 版 , 比 柯 西 的 教材 晚 了 一 年 ， 但 是 《者 
FETE ) 的 内 容 那 时 已 经 众所周知 了 。 

© 仿 里 叶 , 见 前 面 所 引用 的 书 ,第 177 页 和 第 178 页 。 

© 写 下 这 一 句 之 后 ,我 发 现 “ 非 连续 的 ”这 -术语 大 致 上 以 柯 西 的 意义 出 现在 一 些 
迄今 未 出 版 的 泊 松 (Poisson)[1807] 和 傅 里 时 [1809] 的 手稿 中 ,本 + RER I. Ravetz) 博 十 
正在 研究 这 些 手 稿 ,他 好 意 地 人 允许 我 看 他 的 影印 照片 。 这 的 确 给 我 带 来 了 麻烦 ,虽然 它 并 
没有 驳 倒 我 的 证 据 。 传 里 叶 在 不 同 的 时 候 心 中 显然 有 两 种 不 同 的 连续 性 的 观念 ,而 且 , 这 
两 种 不 同 的 观念 相当 自然 地 产生 于 两 个 不 同 的 领域 。 如 果 我 们 如 此 解释 一 个 函数 ， 


sinz 一 二 sin2z 十 村 sin3z 一 … GET) 
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里 叶 级 数 中 才 被 当 作 是 非 连续 的 ,于 是 ,级 数 其 自身 才 会 被 看 作 是 柯 
西 猜想 的 反例 。 有 了 这 一 新 的 .违反 直 党 的 连续 性 定义 , 传 里 叶 无 训 
的 连续 性 的 图 画 似乎 变 成 了 老 的 .长 期 建立 起 来 的 连续 性 原理 的 险 
恶 的 反例 了 。 

柯 西 的 定义 的 确 是 以 “常识 ”可 能 受到 冲击 的 方式 ,把 通常 的 连 
续 性 概念 翻译 为 数学 语言 了 了 。 某 种 连续 性 暗示, 如果 我 们 把 连续 
函数 的 图 示 旋 转 一 点 , 它 就 变 成 非 连 续 性 的 了 , 那 这 是 什么 样 的 连续 
性 呢 29 

所 以 ,如 果 我 们 用 柯 西 概念 替换 直觉 的 连续 性 概念 , 那 时 (并 且 
仅仅 在 那 时 !) 连 续 性 公理 好 像 就 与 傅 里 叶 的 结果 相 矛 盾 了 。 这 看 起 
来 像 是 一 个 有 力 的 ,也 许 是 决定 性 的 反对 柯 西 的 新 的 定义 (不 仅 是 连 
续 性 的 定义 ,而 且 还 有 其 他 像 极限 之 类 的 定义 ) 的 证 据 。 那 么 , 柯 西 
想 表明 他 的 确 能 够 以 其 对 连续 性 的 新 的 解释 来 证 明 连 续 性 公理 ,从 
而 提供 其 定义 满足 这 一 最 严格 的 充分 性 要 求 的 证 据 , 他 这 样 做 就 毫 
不 奇怪 了 。 他 成 功 地 给 出 了 证 明 一 一 并 且 以 为 自己 因此 已 经 给 了 那 
个 有 才干 的 ,但 是 却 是 混乱 不 清 、 不 够 严格 和 浅薄 的 健 里 叶 致 命 的 一 
击 , 傅 里 叶 曾经 无 意 地 挑战 了 他 的 定义 。 

当然 ,如 果 柯 西 的 证 明 是 正确 的 ,那么 傅 里 叶 的 例子 ,不 管 外 表 
怎样 ,都 不 能 成 为 真正 的 反例 。 表 明 这 些 例子 不 是 真正 的 反例 的 一 


( 接 上 页 ) 把 它 当 作 一 条 弦 的 初始 位 置 , 它 肯定 会 被 认为 是 连续 的 ,截断 垂 线 一 一 像 柯 
西 的 定义 所 要 求 的 那样 一 -看 起 来 是 不 自然 的 。 但 是 ,如 果 我 们 把 这 一 函数 解释 为 ,就 是 
说 ,代表 一 条 金属 线 上 的 温度 ,这 一 函数 显然 是 非 连续 性 的 。 这 些 考虑 因素 暗示 了 两 个 猜 
想 。 首 先 , 柯 西 的 著名 的 连续 性 定义 , 它 与 函数 的 “ 弦 的 解释 " 相 冲突 , 它 也 许 是 受到 了 全 
里 叶 对 热 现象 的 观察 的 激发 。 其 次 , 传 里 叶 对 这 些 非 连续 函数 图 中 存在 的 垂 线 的 坚持 根 
据 热 解释 ,也 许 是 源 于 不 与 莱 布 尼 茨 的 原则 发 生 冲突 的 一 种 努力 。 * MA. ATRE 
叶 数 学 的 进一步 的 信息 , 见 [格拉 坦 - 吉 尼斯 (L Grattan-Guinness) (5 J + R + frg 
著 ) 的 《约瑟夫 。 傅 里 叶 ,1768 一 1830)( 麻 省 理工 学 院 出 版 社 ,1972 年 版 )。 

D 那 就 是 上 面 说 的 弦 的 常识 或 者 图 示 的 常识 。 

© MAR: 这 里 什么 被 侵害 了 呢 , 也许 不 是 我 们 直觉 的 连续 性 的 观念 ,而 是 我 们 关 
于 任何 代表 函数 的 图 示 轻 微 旋转 后 仍然 代表 某 一 函数 的 信念 。 从 直觉 的 观点 看 , 傅 里 时 
曲线 是 连续 的 ,这 种 直觉 还 可 以 通过 连续 性 的 es.8 定 义 ( 这 通常 被 记 在 柯 西 头 上 ) 来 说 明 ， 
因为 傅 里 叶 曲 线 , 包 括 垂 线 在 内 ,可 以 用 两 个 连续 的 函数 来 进行 参数 的 表示 。 
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种 方法 ,就 是 指出 那些 看 似 收敛 于 柯 西 的 意义 上 的 非 连 续 函 数 根本 
不 是 收敛 的 ! 

这 是 一 个 貌似 真实 的 猜测 。 健 里 叶 自 己 就 怀疑 他 的 级 数 在 
这 些 临 界 情况 下 的 收敛 性 。 他 注意 到 收敛 是 缓慢 的 :“ 收 敛 不 够 
快 以 致 不 能 得 出 一 个 轻易 的 近似 值 ,但 是 它 可 以 满足 一 个 等 式 
B RB UO 

赁 着 事后 的 认识 ,我 们 可 以 知道 , 柯 西 希望 在 这 些 临界 情形 中 ， 
傅 里 叶 级 数 不 收 敛 ( 并 且 因 此 并 不 表示 函数 ) ,这 一 希望 在 某 种 程度 
上 也 可 以 由 以 下 事实 来 证 明 其 合理 性 。 在 极限 函数 是 非 连续 的 地 


方 ,级 数 趋向 于 LAC 十 0) + f(z 0], 而 不 是 简单 地 趋向 于 


FO BE f(z), 当 且 仅 当 f(z) = CG +0) + f( 0]. 


但 是 ,在 1829 年 之 前 ,人 们 还 不 知道 这 一 点 ,事实 上 ,普遍 的 观点 最 
初 是 支持 傅 里 叶 的 , 而 不 是 柯 西 。 傅 里 时 级 数 看 起 来 是 有 效 的 ,1826 
年 ,在 柯 西 的 证 明 发 表 5 年 之 后 , 阿 贝尔 在 其 [1826b]@ 的 脚注 中 提 
到 , 柯 西 的 定理 有 “例外 ”, 这 构成 了 一 种 相当 令 人 感 兴趣 的 双重 胜 
利 ; 伟 里 叶 级 数 被 接受 了 ,但 是 , 柯 西 的 让 人 吃惊 的 连续 性 定义 以 及 
他 使 用 这 一 定义 证 明 的 定理 也 被 接受 了 。 

正 是 基于 这 种 双重 的 胜利 ,现在 看 起 来 ,一 定 有 我 们 正在 考虑 的 
那 种 连续 性 原理 的 特殊 形式 的 例外 情况 存在 ,即使 柯 西 已 经 毫 无 环 
疯 地 证 明了 它 。 

柯 西 一 定 得 到 了 和 阿 贝尔 一 样 的 结论 ,因为 就 在 同一 年 ,他 给 出 


(D 见 前 面 引用 的 书 ( 指 (热传导 研究 报告 ) ,第 177 节 。 当 然 ,这 一 评论 虐 发 现 收 剑 
在 这 些 地 方 是 无 限 缓慢 的 还 很 远 ,只 是 在 计算 传 里 叶 级 数 有 了 40 年 的 经 验 之 后 ,这 一 点 
才 被 发 现 。 在 狄 利克 雷 对 傅 里 时 猜想 所 做 的 决定 性 改进 ,表明 只 有 那些 其 值 在 非 连续 点 
上 是 LICH 十 7Cz 一 0)] 的 函数 才能 够 被 传 里 叶 级 数 来 表示 之 前 ,这 -发 现 是 不 可 


能 做 出 来 的 。 
© 阿 贝尔 L1826b], 第 316 页 。 
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了 健 里 叶 级 数 收敛 的 证 明 ®, 当然 也 没有 放弃 他 自己 所 刻画 的 连续 
性 的 特征 。 然 而 ,对 于 这 一 状况 ,他 一 定 非 常 心神 不 安 。 CHHPTAEC 
三 ;的 第 二 卷 就 根本 没有 出 版 。 而 且 , 更 可 疑 的 是 ,他 没有 再 创作 第 
一 卷 另外 的 版 本 , 当 教科 书 的 需求 压力 已 经 很 大 的 时 候 , 他 让 其 学 生 
莫 格 诺 (Moiguo) 出 版 他 的 讲稿 @。 

假定 傅 里 叶 的 例子 现在 被 解释 为 反例 ,迷惑 之 处 是 明显 的 : 一 
个 已 经 被 证 明 的 定理 怎么 能 是 错误 的 ,或 者 “ 受 损伤 例外 ” 呢 ? 我 们 
已 经 讨论 过 了 ,人 们 是 怎样 在 同一 时 期 被 欧 拉 定理 的 “例外 ”所 迷惑 
的 ,尽管 事实 上 它 已 经 被 证 明了 。 


2， 赛 德尔 的 证 明 以 及 证 明生 成 的 一 致 收敛 概念 


每 个 人 都 觉得 柯 西 - 传 里 叶 事 例 并 非 只 是 一 个 无 害 的 谜 ,而 是 整 
个 新 的 “严格 的 ”数学 的 一 个 致命 的 缺点 。 狄 利克 雷 在 其 关于 传 里 叶 
级 数 的 著名 论文 中 @, 当 其 全 神 贯 注 于 表明 连续 函数 的 收敛 级 数 是 
怎样 代表 非 连续 函数 时 ,非常 明显 是 知道 柯 西 的 连续 性 原理 的 样式 ， 
却 根本 没有 提 到 这 一 明显 的 矛盾 。 

这 最 终 是 留待 赛 德尔 通过 发 现 柯 西 证 明 中 过 错 隐 藏 引 理 来 解 开 这 
一 谜团 的 @。 但 这 已 经 是 1847 年 的 事 了 。 为 什么 要 这 么 长 的 时 间 ? 
要 回答 这 一 问题 ,我 们 必须 更 仔细 地 来 看 一 看 赛 德尔 的 著名 发 现 。 

Bb f. GO 是 连续 函数 的 一 个 收 伍 级 数 ,并 且 , 对 于 任意 7, 定 


e OX SG) — DS Mr) = À f(z)。 那么, 柯 西 证 明 的 要 
m=0 m=ntl 
点 就 是 这 一 前 提 的 推论 ， 


D 柯 西 [1826]。 这 一 证 明 是 基于 不 可 矫正 的 错误 假设 (参见 例如 黎 曼 [1868]) 。 
© 葛 格 诺 [1840 一 1841] 。 

© 狄 利克 雷 [1829] 。 

© ” 赛 德尔 [1847]。 
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I EIE € 0: 
CD 存在 6, 对 于 任意 5, 如 果 bl <s, 那么 | S (x +6) — S, CO | < 
e (之 所 以 存在 这 样 一 个 $, 是 因为 S, Cr) 的 连续 性 ); 
(2) 存在 一 个 N, 对 于 所 有 n 宇 N, 有 |r,《x)| 二 e (之 所 以 存在 
这 样 一 个 N, 是 因为 D. GO 的 收敛 性 ); 
(3) 存在 一 个 N ,对 于 所 有 ?2 三 N A lro) | <e 
存在 这 样 一 个 N' JR f(x +6) Bc |l s 
得 出 的 结论 是 ， 
对 于 所 有 < Ô, 有 
| fix 4-5) — fGo | = |S, r +6) +r,(x 4-5) —S,(x) — 0, C2) | 
|S (rt — S GO + In G2 |+ Er Ge] 
«3e, | 


BUE HR SF AT PE dE PE SE PRÉC AU 3 Be PRU DUCES T AR 
例 ,这 表明 这 一 论证 (粗略 地 说 ) 中 有 的 地 方 错 了 。 但 是 ,过 错 引 理 又 
在 哪里 呢 ? 

稍微 细心 一 些 的 证 明 分 析 ( 使 用 和 前 面 一 样 的 符号 ,但 是 澄清 了 
一 些 量 的 函数 从 属 关系 ) 可 以 得 出 如 下 推论 : 

(25 如 果 5 二 6le,zx,n), 有 |Si(z 十 人) 一 S,(z) |< E; 

(25 WMR n> N(e,z), 有 |r,(z)| 二 e; 

(3) HR n9 NGsx-E DUI n GE bIce 
那么 ,如 果 ? > max. N (e,z) H. 6 二 6Ce,zx,n), 则 有 

| S. Gr +b) +r, (E +b) — S G2 — n G0) | 
= | f(x +06) — f(x) |< 3e, 

隐藏 引 理 是 ,对 于 任意 确定 的 s, XX — BECK EE max. N (e,z) 应 当 
存在 。 这 就 是 所 谓 的 AA HER. 

关于 这 一 发 现 ,大 致 有 3 种 主要 的 障碍 。 


* 14. WAHRER 


AB —f BERI EHER RE EN "2C RU] ELO. BIT 
人 真是 即使 一 些 数学 家 已 经 注意 到 一 个 无 限 集合 N 最 大 值 的 存在 的 
假设 与 这 一 证 明 相 关 , 他 们 还 是 没有 再 作 考 虑 就 做 出 了 这 一 假定 。 
在 最 大 值 问题 上 的 存在 证 明 首 先是 出 现在 维尔 斯 特 拉 斯 学 派 之 中 。 
然而 , 贷 三 个 障 在 也 是 主要 的 障碍 是 欧 儿 里 得 方法 论 一 一 这 种 19 
世纪 早期 数学 之 中 既 有 益 也 有 害 的 精神 一 一 之 流行 。 

在 我 们 全 面 探 讨 这 一 问题 之 前 ,让 我 们 先 看 看 阿 贝尔 是 怎样 解 
决 由 傅 里 叶 反 例 给 柯 西 定理 所 带 来 的 问题 。 我 将 表明 他 是 通过 原始 
的 “例外 排除 ”法 来 解决 (或 者 不 如 说 “解决 "[ 译 注 ; 不 是 真 的 解决 ]) 
这 一 问题 的 @。 


3. 阿 贝尔 的 例外 排除 法 


阿 贝 尔 只 是 在 论文 脚注 中 叙述 了 这 一 问题 ,我 主张 这 一 问题 是 阿 
贝尔 在 其 著名 的 论文 中 论述 二 项 式 级 数 的 基本 背景 问题 @。 他 写 道 ， 
“在 我 看 来 , 柯 西 定理 有 一 些 例外 ”, 并 且 立 即 就 给 出 了 一 个 级 数 的 例子 

sin $— >sin 2$ 十 lsin 3$— ...€ 


阿 贝尔 补充 道 ， 正 如 大 家 所 知道 的 ,还 有 更 多 像 这 样 的 例子 >。 他 对 
这 些 反例 的 回应 是 着 手 推 测 ,“ 柯 西 定理 的 安全 的 范围 是 什么 呢 ?” 

他 对 于 这 一 问题 的 回答 是 : 一般 来 说 ,分 析 定 理 的 有 效 定义 域 ， 
以 及 特殊 情况 下 ,关于 极限 函数 的 连续 性 定理 的 有 效 定义 域 ,是 限制 
在 短 级 数 上 。 所 有 已 知 的 针对 这 一 基本 连续 性 原理 的 例外 情况 都 是 
三 角 级 数 ,所 以 ,他 建议 把 分 析 撤 回 到 短 级 数 的 安全 界限 以 内 ,从 而 


DO 这 妨碍 了 柯 西 给 他 的 老 的 证 明 作出 一 个 清晰 的 批判 性 评价 ,并 且 甚 至 妨碍 他 在 
其 [1853] 第 454—459 页 中 清晰 地 用 公式 表述 他 的 定理 。 

© 见 前 文 ,第 20—27 页 。 

© ” 阿 贝尔 [1826], 第 316 W. 

© 阿 贝 尔 未 能 提 及 , 正 是 这 一 例子 已 经 被 传 里 叶 在 这 样 的 情境 中 提 到 过 了 。 
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ETRE H ETES EH = F4 20 LE A TEE CE PE fl B IRL EL A 
林 一 一 在 那里 例外 却 成 了 标准 和 成 功 的 范例 。 

在 阿 贝尔 1826 年 3 月 29 日 给 汉 斯 本 (Hansteen) 的 一 封 信 中 ， 
他 把 "可悲 的 欧 拉 式 归纳 法 ”描述 为 导致 错误 和 无 根据 的 普遍 概括 的 
方法 ,并 且 追 问 是 什么 原因 致使 这 一 程序 事实 上 并 没有 造成 什么 严 
重 后 果 。 他 的 答案 是 : 

按 我 的 想法 ,原因 是 ,在 分 析 中 往往 很 大 程度 上 与 能 够 

表示 为 知 级 数 的 函数 有 关 。 一 旦 其 他 的 函数 进入 一 一 这 碰 

巧 会 发 生 但 相当 少 一 一 那么 [归纳 | 就 不 再 起 作用 了 ,而 且 

无 穷 多 的 不 正确 的 定理 将 起 因 于 这 些 错误 的 结论 ,一 个 就 

会 导致 所 有 其 他 的 。 我 已 经 考察 了 其 中 的 几 个 ,很 幸运 地 

解决 了 这 一 问题 D.…，… 

在 阿 贝尔 的 论文 中 ,我 们 找到 了 他 的 著名 的 定理 一 一 我 断言 这 
是 源 于 他 紧 紧 抓 住 莱 布 尼 蒋 的 古典 的 形而上学 原则 不 放 所 造成 
的 一 一 表现 为 如 下 的 受 限 制 的 形式 ， 

如 果 级 数 


fü = w + via + me + + ua te 


对 于 a 给 定 的 值 6 是 收 化 的 ,那么 ,对 于 每 一 个 小 于 6 的 值 ， 
它 也 将 是 收效 的 ,并 且 对 于 8 有 规则 的 稳定 递减 的 值 , 在 a 


D 给 汉 斯 丁 的 信 ([1826a])。 信 的 其 余部 分 也 很 有 趣 , 反 映 了 阿 贝尔 的 例外 排除 
法 : 一 个 人 按照 一 般 的 方法 行进 ,这 不 太 难 ; 但 是 我 不 得 不 非常 审慎 ,因为 命题 一 旦 没有 
经 过 严格 的 证 明 ( 即 没有 任何 证 明 ) 而 被 接受 ,就 会 在 我 心中 扎根 ,以 至 于 我 每 次 都 会 不 加 
进一步 的 检查 而 冒险 使 用 之 .” 由 此 , 阿 贝 尔 挨个 检查 了 这 些 普遍 的 猜想 ,并 试图 推测 它们 
的 有 效 性 的 范围 。 

这 种 笛 卡 儿 式 的 对 于 绝对 清晰 的 知 级 数 的 自我 强加 的 限制 ,可 以 解释 阿 贝尔 为 什么 
特别 关心 要 严格 地 对 待 泰勒 (Taylor) 展 开 式 , “泰勒 定理 ,所 有 无 限 小 演算 的 基础 并 没有 
很 好 地 确立 起 来 。 我 仅仅 发 现 了 一 个 严格 的 证 明 范例 , 那 就 在 M， 柯 西 的 (无限 小 演算 讲 
义 提纲 ?中 ,他 在 那里 证 明了 ,只 要 级 数 是 收敛 的 ,就 会 有 : 


$Gr4-a) = $G) + ab (x) "Fa? (x) +, 
EE, ATTEINTE FRE GR ARE Holmboe) 44f#[1825 7.) 
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小 于 或 者 等 于 6 的 条 件 下 ,函数 fa  P) 将 无 限 地 逼近 极 

FR fa ©, 

现代 理性 主义 数学 史家 把 数学 史 看 作 是 在 不 变 的 方法 论 的 基础 
上 知识 均匀 增长 的 历史 ,他 们 设想 ,不 管 是 谁 发 现 一 个 全 局 反例 并 提 
出 了 一 个 没有 遭受 到 所 考虑 的 反例 反驳 的 猜想 ,他 就 已 经 自动 地 发 现 
了 相应 的 隐藏 引 理 和 证 明 所 生成 的 概念 。 这 样 一 来 ,这 些 历史 的 研究 
者 就 把 一 致 收敛 的 发 现 归 功 于 阿 贝 尔 了 。 所 以 在 权威 的 《数学 百科 全 
书 ) 中 , 普 林 斯 汉 姆 (Pringsheim) 说 , 阿 贝尔 “证 明了 今天 被 称 之 为 一 致 
收敛 的 属性 的 存在 ?2。 哈 代 与 普 林 斯 汉 姆 持 同 样 的 观点 。 在 其 
[19184 论 文中 ,他 说 “一 致 收敛 的 观念 隐 含 在 阿 贝尔 著名 的 定理 的 证 
明 中 ”@。 布 尔 巴 基 (Bourbaki) 的 错误 甚至 更 明显 : 依照 他 的 观点 , 柯 西 

起 先 并 没有 察觉 到 简单 收敛 和 一 致 收敛 之 间 的 区 别 ， 

并 且 自 认为 能 够 证 明 每 一 个 连续 函数 的 收 伊 级 数 都 有 一 个 

连续 函数 作为 它 的 和 。 这 一 错误 差不多 立即 就 被 阿 贝 尔 揭 

示 了 ,他 同时 证 明了 每 一 个 完全 (complete)[?] 级 数 在 其 收 

争 区 间 内 部 是 连续 的 ,他 的 证 明 是 基于 已 经 成 为 标准 的 推 

理 , 在 这 一 特殊 情况 中 ,本 质 上 就 是 使 用 了 一 致 收 敏 的 观 

念 。 剩 下 的 就 是 以 一 般 的 方式 澄清 一 致 收 敏 的 概念 ,斯 托 

克 斯 (Stokes) 和 赛 德 尔 在 1847—1848 年 以 及 柯 西 自己 在 

1853 年 都 独立 地 完成 了 这 一 工作 @。 
如 此 多 的 文句 ,如 此 多 的 错误 。 阿 贝尔 没有 揭示 柯 西 把 两 种 收敛 看 作 
是 一 样 的 这 一 错误 。 他 的 证 明 并 不 比 柯 西 更 多 地 利用 了 一 致 收敛 的 
概念 。 阿 贝尔 和 赛 德尔 的 结果 不 是 “特殊 > 和 “一 般 ” 的 关系 一 一 他 们 


D 阿 贝 尔 L[1826b], 卷 1,58 314 页 。 这 一 版 本 是 从 德 文本 转译 的 ( 原 法 文本 是 由 克 
赖 菜 译 为 德 文 的 )。 «HER: 看 起 来 阿 贝 尔 好 像 忘 记 了 a 左右 两 边 的 模 符号 (the 
modulus sign) T. 

Q 普 林 斯 汉 姆 [1916], 第 34 页 。 

© ”哈代 [1918], 第 148 W. 

© 布尔 巴 基 [1949], 第 65 页 以 及 [1960] 第 228 页 。 
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是 完全 不 同 的 水 平 。 阿 贝尔 甚至 没有 注意 到 ,并 不 是 合适 的 函数 的 范 
围 而 是 它们 的 收敛 方式 必须 加 以 限定 ! EEE, FAN RR 
FC BE [Ry 95 Mr 2e ;他 的 证 明 虚 假 的 确定 性 的 秘密 就 藏 在 他 的 
着 慎 (和 幸运 ) 的 FELX (zerode finition 译注 : 指 不 下 定义 ) 中 中 : E 
如 我 们 现在 所 知 ,在 短 级 数 的 情况 下 ,简单 收敛 和 一 致 收敛 是 同一 的 2! 

在 我 批评 历史 学 家 的 同时 ,我 应 该 公正 地 提 到 柯 西 定理 的 第 一 
个 反例 一 般 来 说 应 归功 于 阿 贝 尔 。 只 是 朱 迪 安 (Jourdain) 注 意 到 它 
在 侍 里 叶 那 里 出 现 过 。 但 是 朱 迪 安 , 以 早已 有 名 的 非 历史 的 态度 ,从 
这 一 事实 推断 出 ,他 非常 景仰 的 傅 里 叶 差 不 多 发 现 了 一 致 收敛 的 概 
念 了 9。 一 个 反例 也 许 不 得 不 为 其 被 认可 而 战斗 ,即使 被 认可 也 还 
不 会 自动 地 导向 隐藏 引 理 从 而 导向 所 讨论 的 证 明生 成 的 概念 ,上 述 
这 一 点 迄今 为 止 , 已 经 被 所 有 历史 学 家 忽视 了 。 


4. 有 关 证 明 分 析 法 之 发 现 的 障碍 
现在 让 我 们 回 到 主要 问题 上 来 。 为 何 从 1821 年 到 1847 年 ,主要 的 


D 参见 前 文 ,第 20—27 页 。 

© ”有 两 位 数学 家 注意 到 阿 贝尔 的 证 明 并 不 是 毫 无 缺陷 的 。 一 位 就 是 阿 贝 尔 自己 ， 
他 再 次 认真 地 探讨 了 这 一 问题 一 一 不 过 没有 成 功 一 一 在 其 死 后 出 版 的 论文 “ 论 级 数 ” 之 中 
([1881].88 202 页 )。 另 外 一 位 是 希 洛 (Sylow) ,他 是 阿 贝尔 选集 第 二 版 的 编者 之 一 。 他 
为 定理 加 了 一 个 关键 的 脚注 ,他 在 其 中 指出 我 们 必须 在 证 明 中 要 求 一 致 收敛 而 不 是 像 阿 
贝 那样 的 简单 收敛 。 但 是 他 没有 使 用 术语 “一 致 收敛 ”, 对 此 他 好 像 还 不 知道 ( 约 当 的 《分 
析 教 程 第 二 版 还 没有 出 版 ), 代替 这 一 术语 ,他 引用 了 杜 布 瓦 斯 - 雷 蒙 德 (du Bois- 
Reymond) 后 来 的 概括 ,这 只 是 表明 即使 他 也 没有 看 清 缺 陷 的 性 质 。 赖 夫 (Reid 在 其 
[1889] 中 以 阿 贝尔 定理 是 有 效 的 这 一 幼稚 的 主张 拒 斥 了 希 洛 的 批评 。 赖 夫 说 如 果 柯 西 是 
收敛 理论 的 创立 者 ,那么 阿 贝尔 则 是 级 数 连 续 性 理论 的 黄 基 人 : 

简要 总 结 柯 西 和 阿 贝尔 的 成 就 ,我 们 可 以 说 : 柯 西 在 其 《 代 改 分 大 中 发 现 了 

收敛 理论 和 无 限 级 数 的 发 散 性 ,而 阿 贝 尔 在 其 ( 论 二 项 式 级 数 》 中 发 现 了 级 数 连 

续 性 的 理论 。([1889] ,第 178—179 R.) 
在 1889 年 这 样 说 ,的 确 是 一 件 夸 大 其 词 和 无 知 的 事 了 。 

不 过 , 阿 贝尔 定理 的 有 效 性 当然 是 由 于 非常 狭隘 的 零 定 义 ,而 不 是 因为 证 明 。 阿 贝尔 
的 论文 后 来 出 版 于 莱比锡 1805 年 的 ( 奥 斯 特 瓦尔 德 经 典 》( 第 71 卷 ) 中 。 在 注释 中 , 希 洛 
的 评论 未 加 任何 评语 地 复制 在 上 面 。 

© 朱 迪 安 [1912],2, 第 527 W. 
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数学 家 都 没有 发 现 柯 西 证 明 的 简单 的 缺陷 并 改进 证 明 分 析 和 定理 呢 ? 

首先 想到 的 回答 是 ,他 们 不 了 解 多 证 多 驶 法 。 他 们 不 知道 在 发 
现 一 个 反例 之 后 必须 仔细 分 析 其 证 明 并 尝试 找到 过 错 引 理 。 他 们 处 
理 全 局 反例 是 借助 于 探 试 性 的 且 没 有 创造 力 的 例外 排除 法 。 

实际 上 , 赛 德 尔 一 下 子 就 发 现 了 证 明生 成 的 一 致 收敛 概念 和 多 
证 多 驶 法 。 他 完全 意识 到 了 他 的 方法 论 上 的 发 现 ?, 他 在 其 论文 中 
非常 清晰 地 叙述 道 : 

从 刚才 达到 的 确定 性 可 知 ,定理 不 是 普遍 有 效 的 ,因此 其 

证 明 必 然 要 依赖 一 些 附加 的 隐 含 假设 ,那么 ,主题 的 证 明 则 有 

赖 于 更 详细 地 分 析 。 发 现 隐 藏 的 假设 并 不 是 非常 困难 。 于 是 ， 

人 们 可 以 北 推 这 一 由 假设 所 表达 的 条 件 不 能 被 表示 非 连续 函 

数 的 级 数 所 满足 ,因为 只 有 如 此 ,在 其 他 正确 的 证 明 序 列 与 另 

一 方面 已 经 确证 的 证 明 序 列 之 间 的 一 致 性 才能 重新 恢复 @。 

是 什么 阻碍 了 赛 德 尔 之 前 的 一 代 人 发 现 这 一 点 呢 ? 主要 原因 
《我们 已 经 提 到 过 ) 是 欧 几 里 得 方法 论 的 流行 。 柯 西 的 严格 性 的 革命 
是 由 于 有 意识 地 试图 把 欧 几 里 得 方法 论 应 用 到 微 积分 学 中 而 引发 
的 @。 他 以 及 他 的 追随 者 认为 , 正 是 由 于 这 一 点 ,他 们 可 以 带 来 光亮 
以 消除 “分 析 的 巨大 黑暗 ?@。 柯 西 是 在 帕斯卡 准则 精神 之 下 前 行 
的 : 他 首先 依照 算术 中 非常 熟悉 的 术语 , 着手 定 义 分 析 中 含糊 不 清 
的 术语 , 像 极限 .收敛 .连续 性 等 等 ,然后 ,他 继续 证 明 以 往 没有 被 证 
明 或 不 是 非常 明显 的 所 有 东西 。 既 然 在 欧 几 里 得 的 框架 下 ,并 没有 
尝试 证 明 什么 是 错误 的 东西 的 先例 ,所 以 柯 西 首先 必须 通过 丢弃 错 
误 的 垃圾 来 改进 数学 猜想 的 主体 。 为 了 改进 狂想 ,他 运用 了 留心 例 


D ”理性 主义 者 怀疑 根本 没有 什么 方法 论 上 的 发 现 。 他 们 认为 方法 是 不 变 的 .永恒 
的 。 的 确 ,方法 论 的 发 现 者 往往 会 被 恶劣 地 对 待 。 在 他 们 的 方法 被 接受 之 前 , 它 会 被 像 不 
正常 的 理论 一 样 看 待 ;被 接受 之 后 ,又 会 被 视 作 平 良 的 老生 常 谈 。 

© ” 赛 德 尔 [1847], 第 383 页 。 

© “对 于 方法 而 言 ,我 已 经 不 得 不 赋予 它们 几何 学 中 所 要 求 的 全 部 的 严格 性 , 以便 
永远 不 依靠 从 代数 学 的 一 般 原 则 中 来 汲取 动力 .”( 柯 西 [1821], 导论.) 

© 阿 贝 尔 [1825], 第 263 页 。 
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外 、 把 先前 轻率 表述 的 猜想 限制 在 有 效 的 范围 之 内 而 使 之 处 于 安全 
地 带 的 方法 , 即 , 他 运用 了 例外 排除 法 2?。 

一 位 作者 (可 能 是 卡 塔 兰 (Catalan)) 在 《万 罗 骸 大 臣 科 全 考 》1865 年 

的 版 本 中 相当 具有 讽刺 意味 地 刻画 了 柯 西 对 反例 的 寻找 。 他 写 道 : 
他 带 入 到 科学 之 中 的 只 是 些 消极 的 学 说 …… 事 实 上 ， 

他 所 发 现 并 小 心 使 其 清楚 明白 的 几乎 总 是 真理 消极 的 一 

面 : 如 果 他 在 白粉 中 发 现 了 一 些 金子 ,他 将 向 世界 宣称 , 粉 

EH Ar ÉLA 由 石灰 做 成 。 

阿 贝尔 写 给 霍 尔 姆 博 的 信 中 有 一 段 内 容 是 这 种 柯 西学 派 新 的 内 
心 反 省 倾向 的 进一步 例证 : 

我 已 经 开始 从 这 一 方面 检查 (目前 ) 我 们 通常 会 认可 的 
那些 最 重要 的 规则 ,并 且说 明 它 们 在 何 种 情况 下 是 不 适当 

的 。 这 一 工作 进展 顺利 ,给 我 带 来 了 无 限 的 乐趣 @。 

被 要 求 严格 性 的 人 (rigourist) 当 作 是 无 用 的 垃圾 的 东西 ,比如 
关于 发 散 级 数 和 的 猜想 , 当然 都 会 被 付之一炬 @。“ 发 散 级 数 是 ”, 阿 
贝尔 写 道 ， 恶 魔 的 作品 ”。 它 们 只 会 引起 “灾难 和 悖 论 "@。 

但 是 , 当 坚 持 不 懈 地 努力 用 例外 排除 法 改进 其 猜想 时 ,他 们 却 从 没 
想到 用 证 明 来 性 滩 猜想 。 在 欧 几 里 得 的 传统 中 ,猜测 和 证 明 两 种 活动 是 
被 严格 分 开 的 。 名 副 其 实 的 且 依 然 不 是 最 终 确 定 的 证 明 的 观念 与 要 求 
严格 性 的 人 是 背道而驰 的 。 反 例 往 往 被 看 作 是 错误 的 和 灾难 性 的 缺陷 ; 
它们 表明 一 个 猜想 是 错误 的 ,并 且 就 不 得 不 再 次 从 头 开 始 证 明 。 

鉴于 这 一 事实 ,就 可 以 理解 ,为 什么 在 18 世纪 一 些 乱 七 八 糟 的 
归纳 推理 都 被 叫做 证 明了 ®。 但 是 ,也 没有 办 法 来 改进 号 些 “ 证 明 ”。 


“给 过 于 扩大 的 论断 带 来 有 用 的 限制 .”( 柯 西 ,[1821]。) 

阿 贝尔 [1825], 第 258 页 。 

同时 代 的 人 一 定 认 为 这 一 清 肃 有 “一 点 严厉 "。( 柯 西 ,[1821] ,导论 .,) 

阿 贝 尔 [1825], 第 257 页 。 

18 世纪 的 “形式 主义 ”是 稳 头 彻 尾 的 归纳 主义 。 参 见 第 133 页 , 柯 西 在 其 [1821] 
前 言 中 拒绝 月 的 认为 归纳 只 是 “有 时 适合 于 展现 真理 ”。 
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他 们 被 正当 地 抛弃 ,因为 “不 严格 的 证 明 一 一 那 就 意味 着 ,根本 就 不 
WERO, HARTE UE ID HLIEIS— PLE T MIB. REE, 
DER fb —HB o v ACRES HB. “RENTE FRE TET A 
了 ”, 柯 西 这 样 宣称 2。 正 是 基于 这 样 的 背景 ,对 柯 西 的 “严格 地 ”证 
明了 的 定理 的 反驳 必须 被 重视 。 这 一 反驳 不 是 孤立 的 事件 。 柯 西关 
于 欧 拉 公 式 的 严格 证 明 ,正如 我 们 所 看 到 的 ,随后 照样 有 一 些 论文 陈 
述 了 大 家 熟知 的 “例外 情况 ”。 

只 有 两 条 出 路 : 或 是 修正 欧 拉 方法 所 基于 的 全 部 绝 无 雇 误 论 者 
(infallibilist) 的 数学 哲学 的 基础 ,或 是 以 某 种 方式 隐瞒 问题 。 首 先 ， 
让 我 们 来 看 看 ,修正 绝 无 廖 误 主 义 者 的 方法 包括 哪些 内 容 。 毫 无 疑 
问 , 必须 放弃 全 部 数学 可 以 还 原 为 毋庸 置疑 的 真实 细节 以 及 存在 对 
某 些 表述 的 真实 性 直觉 不 可 能 犯错 误 的 想法 ,也 必须 放弃 我 们 的 演 
绎 、 推 理 的 直觉 是 不 可 能 错误 的 想法 。 只 有 承认 这 两 点 ,才能 打开 多 
DES BE À HAZ REP ERES ,使 其 应 用 到 演绎 论证 的 关键 性 评价 中 去 ， 
并 用 来 处 理 反例 问题 @。 

只 要 反例 依然 不 但 是 定理 的 缺陷 ,而且 也 是 鼓吹 它 的 数学 家 的 
缺陷 ;只 要 还 认为 要 么 是 证 明 要 么 是 非 证 明 ,不 存在 带 有 缺点 的 合理 
的 证 明 ; 那 么 ,数学 中 的 批评 就 还 是 被 禁止 的 。 正 是 绝 无 廖 误 主义 者 
的 欧 几 里 得 方法 的 哲学 背景 滋养 了 数学 中 权威 性 的 传统 模式 ,阻碍 
了 猜想 的 公布 和 讨论 ,使 数学 批评 不 可 能 兴起 。 文 学 批评 可 以 存在 ， 


D 阿 贝尔 ,[1826a], 第 263 页 。 对 柯 西 和 阿 贝尔 来 说 ,“ 严 格 的 就 意味 是 演绎 的 ， 
与 归纳 相对 立 。 

© 柯 西 [1821j, 导 论 。 

Q HER: 这 一 段 话 似乎 是 错误 的 ,我 们 毫 不 怀疑 拉 卡 托 斯 一 一 他 最 终 还 是 恢 
复 了 对 形式 演绎 逻辑 的 崇高 敬意 一 一 他 自己 也 将 修改 这 一 段 话 。 一 阶 逻辑 已 经 达到 了 推 
理 的 有 效 性 的 特点 描述 , (相对 于 语言 的 “逻辑 ”术语 的 特性 来 说 ) 它 的 确 使 有 效 的 推理 本 
质 上 是 不 会 出 错 的 。 因 此 ,需要 被 认可 的 只 是 拉 卡 托 斯 提 到 的 两 点 中 的 第 一 点 。 通 过 充 
分 正当 的 “证 明 分 析 ”, 所 有 的 疑惑 可 以 扔 到 公理 (或 者 定理 的 前 件 ) 的 头 上 ,而 不 留 下 任何 
疑问 给 让 好 自身 。 多 证 多 联 法 无 论 如 何不 会 因为 拒绝 承认 第 二 点 就 无 效 了 (如 文中 所 
JO: 实际 上 ,也 许 通 过 这 一 方法 ,证 明 被 改进 了 ,以 至 于 所 有 为 了 使 证 明 有 效 不 得 不 做 的 
假设 都 变 得 明确 了 。 
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是 因为 我 们 可 以 欣赏 一 首 诗 而 不 认为 它 是 完美 的 ;只 要 我 们 仅仅 只 
欣赏 产生 完美 真理 的 数学 和 科学 的 结论 ,数学 或 者 科学 的 批评 就 不 
可 能 存在 。 一 个 证 明之 所 以 是 一 个 证 明 只 要 它 是 在 证 明 ; 它 或 者 证 
明 出 或 者 没有 证 明 出 。 这 一 观念 一 一 被 赛 德尔 表述 得 如 此 清晰 一 一 
就 是 一 个 证 明之 受到 尊敬 并 非 是 没有 缺陷 ,这 在 1847 年 是 革命 性 
的 ,并 且 , 不 幸 的 是 ,今天 听 起 来 依然 是 革命 性 的 。 

并 非 是 巧合 ,多 证 多 驳 法 出 现 于 19 HE 40 年 代 ,此 时 正当 牛顿 
光学 崩溃 (通过 菲 涅 耳 (Fresnel)18 世纪 10 年 代 至 20 年 代 的 工作 ) 以 
及 非 欧 几何 的 发 现 ( 由 罗 巴 契 夫 斯 基 (Lobatschewsky) 在 1829 年 和 波 
尔 约 (Bolyai) 在 1832 年 ) 粉 碎 了 绝 无 雇 误 论 者 的 狂妄 幻想 的 时 期 0。 


D 就 在 这 10 年 期 间 , 黑 格 尔 哲 学 与 其 绝 无 廖 误 论 的 先辈 彻底 绝 交 ,并 为 完全 新 颖 
的 获得 知识 的 路 径 提 供 了 一 个 强 有 力 的 出 发 点 。( 黑 格 尔 和 波 普 尔 代表 了 近代 哲学 中 独 
特 的 难免 有 错误 论 者 (fallibilist) 的 传统 ,但 是 即使 是 他 们 俩 也 都 犯 了 为 数学 保留 绝对 无 误 
的 特权 的 错误 ,) 选 自 于 德 . 摩尔 根 (de Morgan) 的 一 段 话 就 表现 出 20 世纪 40 年 代 新 的 
难免 有 错误 论 者 的 倾向 ; 

“一 种 新 的 倾向 时 而 出 现 ,就 是 拒绝 接受 任何 有 困难 的 东西 ,或 是 如 果 在 检查 明显 的 
矛盾 方面 还 有 难度 ,就 不 对 其 下 结论 。 如 果 这 一 倾向 意味 着 没有 什么 东西 可 以 被 永久 地 
使 用 和 盲 且 地 信任 ,如 果 它 不 是 对 于 所 下 论断 的 全 部 范围 都 为 真 的 话 ,那么 ,至少 我 不 应 
该 对 如 此 理性 的 方法 提出 任何 反对 的 。 但 是 ,如 果 其 暗示 的 是 凡是 不 能 被 全 面 理解 的 ,就 
不 可 以 传授 给 学 生 , 不 管 有 没有 加 以 提醒 。 要 是 这 样 的 话 , 我 将 反对 这 种 限制 ,在 我 看 来 ， 
这 不 仅 会 导致 错误 地 看 待 我 们 已 确 知 的 东西 ,而 且 会 阻止 发 现 的 进程 。 在 几何 学 之 外 ,下 
面 这 一 点 并 不 真实 ,就 是 许多 人 认为 数学 科学 在 其 万 谊 部 耸 其 模型 是 完全 精确 的 。 分 析 
的 最 远 的 边界 还 始终 没有 被 完全 理解 ,因为 超出 边界 的 区 域 还 是 绝对 未 知 的 。 但 是 ,扩大 
已 定 对 土 的 方法 不 是 留 在 疆土 之 内 ,[ 这 一 评论 是 针对 例外 排除 法 而 言 的 ] 而 是 要 进行 航 
海 发 现 ,我 非常 赞同 学 生 应 该 接受 这 样 的 训练 ;也 就 是 , 既 要 教 他 怎样 勘察 边界 ,又 要 教 他 
怎样 开垦 内 陆 。 因 此 ,在 书 的 后 面 的 部 分 ,我 训 不 犹 琼 地 使 用 这 些 方法 ,我 并 不 认为 它们 
是 令 人 怀疑 的 ,只 是 因为 这 些 方法 表现 为 未 完成 的 形式 ,并 且 也 因为 怀疑 只 是 有 期 望 的 初 
学 者 的 怀疑 ,并 非 未 得 到 满足 的 批评 家 的 怀疑 。 经 验 时 常 表明 ,有 和 缺陷 的 结论 会 被 坚持 不 
懈 的 思考 修正 为 可 理解 和 具 严 格 性 的 ,但 是 , 谁 可 以 思考 那些 从 不 允许 在 他 面前 出 现 的 结 
论 呢 ? 把 注意 力 唯一 地 放 在 数学 中 那些 不 需要 对 疑点 进行 讨论 的 部 分 ,结果 会 造成 对 那 
些 绝对 需要 通过 分 析 的 扩展 而 前 进 的 模式 的 厌恶 。 如 果 把 对 数学 的 较 高 级 的 部 分 的 开展 
留 给 专门 为 此 目的 而 训练 的 人 去 做 ,也 许 会 有 些 理由 不 让 普通 的 学 生来 涉及 这 些 不 仅 是 
未 确定 的 部 分 ,而 且 甚至 是 抽象 科学 纯粹 推理 的 部 分 ;把 这 些 部 分 保留 给 那些 其 职业 就 是 
使 前 者 清晰 .使 后 者 有 效用 的 人 。 然 而 ,事实 上 ， 在 这 一 疆土 之 上 那些 注意 到 数学 的 困难 
的 人 ,没有 多 少 为 了 实现 他 们 的 追求 而 经 受 住 趣味 和 环境 的 变故 ;而 且 这 样 的 变故 的 数量 
还 会 上 升 ， 因为 允许 所 有 有 能 力学 习 应 用 数学 的 高 级 部 分 的 学 生 都 有 机 会 进入 那些 分 析 
的 部 分 开明 ,关于 分 析 的 部 分 与 其 说 关键 在 于 其 目前 在 科学 事务 中 的 运用 ， 不 如 说 关键 在 
于 其 将 来 的 发 展 .”( 德 ， 摩尔 根 [1842], 第 vi 页 。) 
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在 多 证 多 驭 法 发 现 之 前 “严格 证 明了 的 ”定理 由 于 连续 不 断 的 
反例 而 引起 的 问题 仅 能 够 通过 例外 排除 法 来 解决 。 证 勇 让 及 了 外 
EBENE F TITA ERK A R RNE RITE LUE HIDE 
TV] DRE TIEER BR OX RAIDE TETRI BIRD RAER 
—IÉBI,. KEMATFTERTIEHRNREAZLR, 

例外 排除 法 的 支配 地 位 表明 欧 几 里 得 方法 ,在 某 些 至 关 紧 要 的 
困难 情境 中 ,对 数学 的 发 展 起 到 了 有 害 的 效果 。 这 些 困 难 情景 绝 大 
部 分 出 现在 正在 发 展 的 数学 理论 之 中 ,在 那里 ,正在 形成 的 概念 是 进 
步 的 运载 工具 ,诸多 激动 人 心 的 发 展 来 源 于 通过 拉 伸 概念 .区 分 先前 
没有 被 区 分 的 概念 所 进行 的 对 概念 范围 的 边界 的 探索 。 在 这 些 发 展 
的 理论 中 ,直觉 是 没有 经 验 的 , 它 跌跌撞撞 还 会 出 错 。 没 有 理论 不 经 
过 这 样 一 个 发 展 阶段 ;而 且 , 这 一 阶段 从 历史 学 家 的 眼光 来 看 是 最 激 
动人 心 的 ,从 教学 的 角度 来 看 也 应 该 是 最 重要 的 。 如 果 不 理解 多 证 
多 驳 法 ,如 果 不 接纳 难免 有 错误 论 者 (fallibilist) 的 方法 ,就 不 能 真正 
地 理解 这 些 阶段 。 

这 就 是 为 什么 欧 几 里 得 ,特别 是 对 于 数学 史 和 数学 教学 来 说 ,不 
管 是 在 初级 还 是 在 创新 层面 ,一 直 都 是 邪恶 的 天 才 的 原因 @。 


BE: 在 这 一 附录 中 ,多 证 多 驶 法 的 5.6.7 这 些 补充 的 阶段 并 没有 
被 讨论 。 我 在 这 里 尺 是 提 一 下 ,有 条 不 素 地 搜寻 其 他 的 证 明 中 (阶段 
5) 的 一 至 收敛 很 快 就 会 产生 对 柯 西 所 证 明 的 另 一 个 定理 的 反 陪 和 改 
进 : 这 一 定理 就 是 ,任意 连续 函数 的 收敛 级 数 的 极限 的 积分 是 各 项 
积分 序列 的 极限 ,或 者 简 言 之 ,就 是 在 连续 函数 的 级 数 的 情况 下 , 极 
限 运 算 和 积分 运算 可 以 相互 交换 。 这 在 整个 18 世纪 都 是 毫 无 争议 


© 依照 R，B， 布 雷 思 韦 特 (R. B. Braithwaite) 的 说 法 ,“ 数 学 和 自然 的 
(unselfconscious, 指 不 是 建立 在 自我 意识 之 上 的 、 绝 对 容 观 的 ~ 一 译注 ) 科 学 方面 的 善良 
的 天 才 欧 儿 里 得 却 是 科学 哲学 的 一 一 并 且 实 际 上 也 是 形而上学 的 邪恶 天 才 。”( 布 雷 思 韦 
特 [1953], 第 353 页 。) 然 而 ,这 一 评论 是 源 于 一 种 静态 的 逻辑 学 家 的 数学 观念 。 
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的 ,甚至 高 斯 都 不 假 思索 地 加 以 运用 了 。( 见 高 斯 [1813], 克 诺 普 
(Knopp)[1928] 和 贝尔 [1945],) 

赛 德尔 ,他 在 1847 年 发 现 了 一 致 收敛 ,现在 却 没有 去 看 看 在 别 
的 证 明 那 里 是 否 上 暗中 假定 了 这 一 概念 。 斯 托 克 斯 ,他 在 同一 年 发 现 
了 一 致 收敛 一 一 虽然 不 是 借助 于 多 证 多 了 驶 法 一 一 却 在 同一 篇 论文 中 
使 用 了 关于 级 数 积分 的 错误 的 定理 ,参阅 莫 格 诺 ( 斯 托 克 斯 [1848]) 。 
(斯 托 克 斯 还 犯 了 另 一 个 错误 : 他 认为 他 已 经 证 明了 一 致 收敛 对 于 
极限 函数 的 连续 性 不 仅 是 充分 的 而 且 是 必要 的 。) 

关于 级 数 的 积分 也 依赖 于 一 致 收敛 的 假设 的 证 明之 推迟 ,也 许 
是 因为 这 一 原始 猜想 只 是 在 1875 年 才 被 一 个 具体 的 反例 所 联 倒 这 
一 事实 ( 达 布 [1875]), 那 时 ,已 经 通过 证 明 分 析 在 证 明 中 追踪 一 致 收 
铺 了 ,但 却 没 有 反例 来 促成 这 种 分 析 。 对 一 致 收敛 的 搜寻 一 旦 完全 
由 维尔 斯 特 拉 斯 来 领导 ,很 快 就 在 有 关 逐 项 微分 、 二 重 极限 等 的 证 明 
中 发 现 了 这 一 概念 。 

第 6 阶段 是 检查 到 目前 为 止 已 经 接受 的 被 反 联 的 原始 猜想 的 推 
论 。 我 们 能 够 挽救 这 些 推论 吗 ? 或 者 说 引 理 被 反驳 将 导致 巨大 的 灾 
难 吗 ? 例如 , 逐 项 积分 是 传 里 叶 猜 想 的 狄 利克 雷 证 明 的 基石 。 杜 布 
瓦斯 - 雪 蒙 德 用 戏剧 化 的 语言 描述 了 这 一 情形 : 三 角 级 数理 论 被 < 刺 
伤 了 心灵 ”, 它 的 两 个 关键 定理 其 “基础 已 经 被 从 下 面 截 断 ”, 那 么 

在 这 一 打击 之 下 ,整个 理论 又 被 推 回 到 狄 利克 雷 甚至 

是 傅 里 时 之 前 的 状态 。: 

( 杜 布 瓦斯 ~- 雷 蒙 德 [L1875], 第 120 页 。) 这 一 状况 使 我 们 察看 “ 失 
去 的 基础 ?是 怎样 重新 获得 的 ,成 为 一 项 激发 兴趣 的 研究 。 

在 这 一 过 程 中 ,大 量 的 反例 被 发 掘 出 来 。 但 是 对 它们 的 研究 一 -一 
A XN SE 7 ER É — RE de 19 世纪 最 后 儿 年 才 开 始 。( 例 如 , 杨 
《Young) 的 关于 非 一 致 收敛 点 的 分 类 和 分 布 的 工作 , 杨 [1903 一 1904]。) 


附录 2 
演绎 主义 方法 VS. 探 试 法 


l. 演绎 主义 方法 


欧 几 里 得 方法 论 已 经 逐步 形成 了 某 种 强制 性 的 表述 风格 。 我 把 
此 称 作 “演绎 主义 风格 ”。 这 一 风格 是 从 续 密 地 制定 一 个 公理 ,3/ 理 
和 /或 EX 的 清单 开始 。 公 理 和 定义 常常 看 起 来 像 是 人 为 的 和 神秘 
复杂 的 。 人 们 从 未 被 告知 这 些 复杂 的 东西 是 怎样 出 现 和 的。 公理 和 定 
义 的 清单 之 后 跟着 就 是 小 心 措 词 的 定 盏 。 这 其 中 装载 着 艰难 进展 
的 条 件 ; 看 起 来 任何 人 都 不 可 能 猜测 出 它们 。 定 理 后 面 跟 着 的 就 是 
BEA 。 

学 习 数 学 的 学 生 被 强迫 ,按照 欧 几 里 得 式 的 程序 ,加 入 到 这 一 
变 魔 术 的 行动 中 , 而 并 不 追问 有 关 背 景 或 是 这 一 魔术 是 怎样 表演 
的 问题 。 如 果 学 生 偶然 发 现 一 些 不 适当 的 定义 是 证 明 产 生 的 ,如 
果 他 只 是 想 知道 这 些 定义 . 引 理 以 及 那个 定理 是 怎么 可 能 跑 到 证 
明 的 前 边 ,魔术 师 将 会 因为 这 样 会 显露 出 数学 的 不 成 熟 而 把 他 了 驱 
逐 出 去 0。 

在 演绎 主义 的 风格 之 中 ,所 有 的 命题 都 是 真 的 ,并 且 所 有 的 推演 
皆 是 有 效 的 。 数 学 表现 为 一 个 不 断 增长 的 永恒 不 变 的 真理 集合 。 反 


D 某 些 教科 书 声 称 并 不 期 望 读 者 具备 什么 预先 的 知识 ,只 要 认识 到 数学 的 完备 性 
特征 就 行 了 。 这 常常 意味 着 他 们 期 望 读 者 生来 就 具有 从 事 欧 几 里 得 式 论证 的 “能 力 ”, 而 
对 问题 的 背景 .论证 背后 的 探 试 过 程 则 没有 任何 不 自然 的 兴趣 。 
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D SCC HAN T BEBE À — RESP CARRÉ À DIE 
科 , 是 由 于 一 开始 就 是 伪装 的 怪物 排除 .证 明生 成 的 定义 和 羽翼 丰满 
的 定理 ,以 及 压制 原始 猜想 、 反 驶 和 对 证 明 的 批评 、 演 绎 主义 风格 这 
项 了 斗争 ,也 遮蔽 了 冒险 活动 。 全 部 的 经 过 消失 不 见 了 ,定理 在 证 明 
过 程 中 不 断 的 试探 性 的 表述 注定 被 埋没 了 ,而 最 终 的 结果 被 提升 到 
神圣 的 绝 无 廖 误 性 的 高 度 2。 

一 些 捍 卫 演 绎 主义 风格 的 人 声称 ,演绎 是 数学 中 猫 一 无 二 擅 探 
试 模式 ,发 现 的 逻辑 就 是 演绎 和。 其 他 一 些 人 意识 到 这 不 是 真实 的 
情况 ,但 是 从 这 种 认识 当中 他 们 又 得 出 数学 发 现 是 完全 非 理 性 的 事 
情 的 结论 。 于 是 ,他 们 声称 虽然 数学 的 发 现 不 是 以 演绎 的 方式 行进 ， 
但 如 果 我 们 想 使 数学 的 发 现 以 理性 的 行进 方式 呈现 , 它 就 必须 以 演 


D 人们 依然 没有 充分 地 意识 到 现在 的 数学 和 科学 教育 是 权威 主义 的 温床 ,也 是 独 
立 和 批判 性 的 思想 的 最 坏 的 敌人 。 在 数学 中 这 种 权威 主义 遵循 刚才 所 描述 的 注 绎 去 义 模 
式 , 在 科学 中 它 是 通过 归纳 主义 模式 来 运作 的 。 

在 科学 之 中 ,有 着 长 久 以 来 的 归纳 主义 传统 。 以 这 种 风格 撰写 的 完美 的 论文 都 是 从 
辛勤 地 描述 试验 布置 开始 ,随后 是 对 实验 及 结果 的 描述 。 一 个 “归纳 的 概括 ”就 可 以 结束 
这 篇 论文 了 。 问 题 情 形 , 试验 中 必须 加 以 检验 的 猜想 被 隐藏 了 。 作 者 自 吹 其 空白 的 
(empty) .纯洁 无 瑕 的 心灵 。 这 样 的 论文 只 有 那些 少数 实际 了 解 问题 情形 的 人 才能 读 
懂 。 一 一 归纳 主义 风格 反映 了 一 种 伪装 ,就 是 伪装 科学 家 都 是 从 空白 的 心灵 开始 其 研究 
的 ,然而 ,事实 上 他 们 的 心灵 在 开始 时 就 装 满 了 想法 。 这 一 游戏 并 非 总 能 成 功 , 它 只 能 由 
那些 也 只 能 为 那些 经 过 挑选 的 内 行 的 专家 来 进行 。 归 纳 主义 风格 ,正如 它 的 演绎 主义 李 
生 兄弟 一 样 (并 非 互 补 的 东西 1) , 当 声 称 其 客观 性 时 ,事实 上 是 在 培养 一 种 并 非 普遍 通用 
的 行业 语言 ,是 在 分 裂 科学 .窒息 批评 、 使 科学 权威 化 。 反 例 在 这 样 的 表述 中 永远 不 能 出 
现 : 人 们 是 从 观察 (不 是 理论 ) 开 始 ,那么 显然 除非 有 预先 的 理论 ,否则 谁 也 不 能 观察 到 
反例 。 

© 这些 人 声称 ,数学 家 在 充满 乐趣 的 自由 创造 的 活动 过 程 中 是 从 空白 的 心灵 开始 ， 
随意 地 建立 其 公理 和 定义 ,只 是 在 稍 后 的 阶段 ,他 们 才 从 这 些 公理 和 定义 中 推演 出 定理 。 
如 果 依 照 某 些 解释 ,公理 为 真 ,那么 定理 也 将 为 真 。 数 学 真理 的 传送 带 不 可 能 失败 。 在 我 
们 对 证 明 程序 进行 案例 研究 之 后 ,如 果 我 们 不 接受 把 数学 限制 为 一 个 形式 系统 ,那么 大 体 
上 ,这 一 作为 对 演绎 主义 风格 进行 辩护 的 论证 就 可 以 排除 了 。 

现在 既然 波 普尔 已 经 表明 了 那些 声称 归纳 是 科学 发 现 的 逻辑 的 人 是 错 的 ,那么 这 些 
文章 就 是 打算 表明 那些 声称 演绎 是 数学 发 现 的 逻辑 的 人 也 是 错 的 。 波 普尔 批判 了 归纳 主 
义 风格 ,而 这 些 文章 是 试图 批判 演绎 主义 风格 。 


* 156 。 ESSERE 


绎 主义 风格 进行 下 去 了?。 

所 以 我 们 现在 对 演绎 主义 风格 有 两 个 论证 : 一 是 基于 探 试 法 是 
理性 的 和 演绎 主义 的 观念 ;二 是 基于 探 试 法 不 是 演绎 主义 的 ,也 不 是 
理性 的 观念 。 

也 还 有 第 三 个 论证 。 一 些 实际 的 数学 家 ,他 们 不 喜欢 逻辑 学 家 、 
哲学 家 和 其 他 一 些 思想 古怪 的 人 干扰 他 们 的 工作 ,他 们 通常 会 说 探 
试 风 格 的 引入 就 会 要 求 重 写 教科 书 ,并 且 会 使 教科 书 变 得 如 此 之 长 
以 致 人 们 无 法 卒 读 。 论 文 也 将 变 得 非常 之 长 @。 对 于 这 一 通俗 无 趣 
的 论证 的 回答 就 是 : 那 就 让 我 们 试 一 试 吧 。 


2. 探 试 法 。 证 明 产 生 的 概念 


这 一 节 内 容 包 括 对 一 些 数 学 中 重要 的 证 明 产生 的 概念 作 简 要 的 
探 试 性 分 析 。 和 希望 这 些 分 析 可 以 表明 把 探 试 的 成 分 引入 数学 的 风格 
之 中 所 带 来 的 好 处 。 

正如 已 经 提 到 过 的 ,演绎 主义 风格 以 一 种 人 为 的 专横 的 方式 把 
证 明 产 生 的 定义 从 其 “证 明 原 型 (proof-ancestors)” 那 里 给 扯 开 了 ， 


O 这 一 教条 是 大 多 数 类 型 的 形式 主义 数学 哲学 的 本 质 部 分 。 形 式 主 义 者 , 当 他 们 
谈 到 发 现 ,会 区 别 对 待 发 璃 的 背 旧 (context) MEER. "ZANTARNS TOM 
析 , 而 逻辑 才 关 涉 到 论证 的 背景 .”( 莱 欣 巴 赫 (Reichenbach)[1947], 第 2 页 ) 相 似 的 观点 可 
以 在 + B- 布雷 思 韦 特 [1953] 第 27 R, EEE K R» 波 普尔 [1959] 第 31—32 页 以 及 
他 的 [1935] 中 找到 。 波 普尔 , 当 他 (实际 上 是 在 1934 年 ) 如 此 这 般 把 发 现 的 有 关 方 面 在 心 
理学 和 逻辑 学 之 间 进 行 划分 ,而 没有 一 个 位 置 留 给 探 试 法 作为 一 个 独立 的 调查 领域 , 那 时 
他 显然 还 没有 意识 到 他 的 “发 现 的 逻辑 ”不 仅仅 只 是 一 个 科学 进步 的 严 亲 的 烹 故 模式。 这 
就 是 他 的 那 本 著作 的 标题 自 相 了 矛盾 的 源头 ,其 论点 似乎 是 两 面 性 的 : (a) 没有 科学 发 现 的 
逻辑 一 一 培根 和 笛 卡 儿 都 错 了 ;(b) 科学 发 现 的 逻辑 就 是 猜想 和 反驳 的 逻辑 。 这 一 悖 论 
的 解决 方法 就 在 手边 : (a) 并 没有 绝 无 雇 误 论 者 那样 的 科学 发 现 的 逻辑 ,其 可 以 绝 无 雇 误 
地 导出 结果 ;Cb) 存在 难免 有 错误 论 的 发 现 逻 辑 , 其 就 是 科学 进步 的 逻辑 。 但 是 波 普尔 ， 
他 已 经 放下 了 总 一 发 现 的 逻辑 之 基础 ,不 再 对 什么 是 他 的 研究 的 本 质 这 样 的 元 问题 
(metaquestion) 感 兴趣 ,并 且 他 没有 意识 到 这 既 不 是 心 “理学 也 不 是 逻辑 学 ， 它 是 一 门 独 立 
的 学 科 , 就 是 发 现 的 逻辑 一 -- 探 试 法 。 

© ”尽管 不 得 不 承认 这 样 的 论文 也 将 非常 少 ， 但 是 关于 问题 情形 的 陈述 也 会 非常 明 
显 地 显示 出 相当 多 的 论文 是 空洞 无 意义 的 。 
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相反 , 探 试 风格 却 使 这 些 因素 突现 出 来 。 它 强调 了 问题 情形 : ME 
强调 了 产生 新 概念 的 “逻辑 ”。 

首先 ,让 我 们 看 看 人 们 是 怎样 以 探 试 风格 来 引入 证 明 产 生 的 一 
致 收敛 的 概念 ,我 们 在 前 面 曾 讨论 过 这 一 点 (附录 1) 。 在 这 一 个 和 
其 他 的 例子 中 ,我 们 确实 会 假设 具有 对 多 证 多 驳 法 的 专门 术语 的 熟 
悉 性 。 但 是 ,这 一 要 求 并 不 比 通常 的 对 欧 几 里 得 纲领 像 公理 、 原 始 术 
语 等 等 熟悉 的 要 求 要 多 。 


(a) — FX K WX 


IEB RATE RARES PER RAT REPE UU CME RER 
数 收敛 序列 的 极限 函数 是 连续 的 。( 原 始 猜 想 ) 
By AE X HE (definitional decision) 使 传 里 叶 的 反例 合法 化 。 这 一 
定义 同时 排除 了 连续 性 要 依靠 垂 线 来 恢复 的 可 能 的 妥协 ,所 以 
它 一 一 与 一 些 三 角 级 数 一 起 一 -引发 了 反 题 的 负面 作用 。“ 正 面 作 
用 ”已 经 由 柯 西 证 明 得 到 加 强 , 它 将 是 一 致 收敛 的 证 明 原 型 。“ 负 面 
作用 ” 则 通过 越 来 越 多 的 原始 猜想 的 会 局 反 鲍 而 得 以 加 强 。 

FE ”全 局 反例 也 是 局 部 反例 所 针对 的 在 甸 3/ 理 被 发 现 , 证 
明 被 改进 ,猜想 也 被 改进 。 合 题 的 特征 要 素 出 现 了 ; 即 定理 以 及 和 
它 一 起 的 证 明 产 生 的 一 致 收敛 概念 @。 


”由 于 某 种 原因 ,在 一 些 教科 书 中 ,一 臻 收 全 被 单列 出 来 作为 例外 ( 准 探 试 法 ) 看 
待 。 例 如 W， 和 鲁 丁 (Rudin) 在 其 [1953] 中 ,首先 介绍 的 一 节 , “主要 问题 的 讨论 ”( 第 115 
XO ,在 那里 ,他 提出 了 原始 猜想 及 其 反驳 ,并 且 只 是 那 时 才 引 入 一 致 收敛 的 定义 。 这 一 表 
EARLE: (a) 和 鲁 丁 并 不 是 仅仅 只 提出 原始 猜想 和 它 的 反 驶 ,而 是 要 追 间 原始 猜想 是 
对 还 是 错 ,并 且 用 熟悉 的 例子 表明 其 错误 性 。 但 是 他 这 样 做 也 没有 超越 绝 无 雇 误 论 者 的 
风格 ;在 他 的 “问题 情形 "中 没有 猜想 而 只 有 尖锐 深奥 的 问题 , 良 在 后 面 的 是 一 个 给 出 坚定 
回答 的 例子 (不 是 反例 )。(b) 鲁 丁 并 没有 说 明 一 致 收敛 的 概念 是 来 自 于 证 明 , 相 反 ,依照 
他 的 陈述 ,定义 是 先 于 证 明 的 。 这 也 无 外 乎 是 落 和 人 演绎 主义 风格 的 罕 白 ,因为 如 果 他 上 先 给 
出 初始 证 明 , 然 后 是 一 个 反 驭 ,跟着 是 改进 的 证 明和 证 明 产 生 的 定义 ,那么 他 将 揭示 出 “ 永 
恒 静 止 的 ?数学 的 运动 “不 可 能 错误 的 ”数学 的 可 错 性 ,这 与 欧 几 里 得 传统 就 不 ( 接 下 页 ) 
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我 认为 ,我 在 这 里 所 使 用 的 黑 格 尔 式 的 语言 能 够 普遍 地 描述 数 
学 之 中 各 种 不 同 的 发 展 方式 。( 然 而 , 它 既 有 其 魅力 也 有 其 危险 ,) 这 
种 语言 背后 的 黑 格 尔 式 的 探 试 概念 大 致 就 是 这 样 。 数 学 的 活动 是 人 
的 活动 。 这 一 活动 的 某 些 方面 一 一 正如 任何 人 的 活动 一 一 可 以 用 心 
理学 来 研究 ,其 他 方面 可 以 通过 历史 学 来 研究 。 探 试 法 并 不 是 最 先 
对 这 些 方面 感 兴趣 的 。 但 是 ,数学 的 活动 产生 出 数学 。 数 学 ,这 种 人 
的 活动 的 产物 , 从 其 产生 的 人 的 活动 中 “异化 出 其 自身 (alienates 
itself)”"。 它 变 成 了 活 的 .生长 的 有 机 体 , 从 其 所 产生 的 活动 中 获得 
了 表 邢 自主 烽 ; 它 发 展 了 它 自己 的 自主 的 生长 规律 、 自 己 的 辩证 法 。 
真正 有 创造 性 的 数学 家 就 是 这 些 规律 的 人 格 化 .具体 化 ,这 些 规律 只 
有 在 人 的 活动 中 才能 实现 其 自身 。 然 而 ,它们 的 具体 化 很 少 是 完美 
的 。 数 学 家 的 活动 ,正如 它 在 历史 中 所 表现 的 那样 ,只 是 数学 理念 的 
奇妙 的 辩证 法 的 笨拙 的 实现 。 但 是 ,任何 数学 家 ,如 果 他 是 有 才华 、 
有 活力 \ 有 天 赋 的 ,就 会 与 这 种 理念 的 辩证 法 相通 ,感觉 到 它 席卷 一 
切 的 气势, 并 且 服 从 它 的 命令 20。 

那么 ,试探 法 涉及 的 是 数学 的 自主 的 辩证 法 而 并 不 关心 其 
历史 ,虽然 它 只 能 通过 历史 的 研究 和 历史 的 理性 重建 来 研究 其 


( 接 上 页 ) 一 致 了 。( 也 许 还 应 该 补充 ,我 一 直 在 引用 和 鲁 丁 的 著作 ,因为 那 是 这 一 传统 
中 的 最 好 的 教科 书 之 一 。) 例 如 ,在 前 言 中 , 鲁 丁 说 道 ,“ 这 一 点 看 起 来 很 重要 ,特别 是 对 于 
初学 者 ,就 是 要 清楚 地 看 到 定理 的 假设 是 保证 结论 的 有 效 性 所 必需 的 。 为 这 一 目的 ,相当 
大 的 数量 的 反例 已 经 包含 在 课本 中 。" 不 幸 的 是 ,这 些 都 是 假 的 反例 ,因为 事实 上 ,这 些 例 
子 都 是 为 了 显示 数学 家 是 多 人 么 聪明 地 把 所 有 的 假设 都 包含 在 定理 之 中 。 但 是 他 并 不 说 
出 : 这 些 假设 是 从 哪里 来 的 ,它们 来 自 于 证 明 的 计划 ,定理 也 不 是 从 数学 家 的 脑袋 中 蹦 出 
来 的 ,就 像 雅 典 娜 女神 一 样 武装 整齐 地 从 宙斯 的 脑 稚 中 蹦 出 来 。 他 的 “反例 ”一 词 的 使 用 
将 不 会 误导 我 们 期 待 一 个 难免 有 错误 论 的 风格 。 * BEE: 拉 卡 托 斯 关于 鲁 丁 的 著作 的 
所 有 评论 都 是 以 这 本 书 的 第 一 版 为 基础 。 拉 卡 托 斯 所 引用 的 段落 不 是 都 能 在 1964 年 出 
版 的 第 二 版 中 找到 。 

D 这 一 黑 格 尔 式 的 异化 的 人 的 活动 自主 性 的 观念 可 以 为 一 些 涉及 社会 科学 特别 是 
经 济 学 的 方法 论 的 问题 提供 线索 。 我 的 数学 家 作为 数学 的 不 完美 的 人 格 化 的 概念 ,与 马 
克 思 的 资本 家 作为 资本 的 人 格 化 的 概念 非常 相似 。 不 幸 的 是 ,马克 思 没 有 强调 这 一 人 格 
化 的 不 完美 的 特征 ,关于 这 一 过 程 的 实现 也 没有 什么 东西 是 坚定 不 变 的 ,并 以 此 来 限制 他 
的 观念 。 相 反 , 人 的 活动 总 是 能 够 压制 或 者 下 曲 异 化 过 程 的 自主 性 ,并 且 能 够 产生 新 的 自 
主 性 。 对 这 一 具体 化 的 过 程 的 疏漏 是 马克 思 主 义 辩证 法 的 主要 缺点 。 
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有 界 变 差 的 概念 被 普遍 地 引入 分 析 教 科 书 的 方法 是 专横 的 演绎 主 
义 风格 的 一 个 漂亮 的 例证 。 让 我 们 再 回 到 和 鲁 丁 的 书 中 。 在 他 关于 黎 曼 ~ 
斯 蒂 杰 斯 (Stielties) 积 分 的 一 章 中 ,他 突然 引 人 了 有 界 变 差 函数 的 定义 。 
6.20. 定义 , 令 了 定义 在 La,5] 上 。 我 们 规定 


(32 VOA = lub >) | f(x) — flam), 
i=] 


这 里 ,最 小 上 界 (lub) 所 取 的 是 在 [a,bj] 中 的 所 有 分 割 。 如 
果 V( 有 站 是 有 限 的 ,我 们 说 是 [a,5] 上 的 有 界 变 差 , 并 且 
我 们 把 VC 有 叫做 [a,5] 上 的 f 894-3: € O, 


我 们 为 什么 恰好 应 该 对 这 一 函数 集合 感 兴趣 呢 ? 演绎 主义 者 的 
回答 是 :等 等 看 。” 那 么 就 让 我 们 等 吧 ,注意 其 讲解 ,并 设法 搞 明 白 。 
在 定义 之 后 跟着 的 是 例子 ,这 是 计划 让 读者 对 概念 的 适用 范围 有 一 
些 意识 (这 一 做 法 ,以 及 与 此 类 似 的 一 些 做 法 ,使 鲁 丁 的 著作 在 演绎 
主义 传统 之 内 显得 优点 突出 )。 然 后 是 一 系列 的 定理 (6. 22,6. 24, 
6. 25) 跟 在 后 面 ;接着 突然 给 出 下 面 的 命题 : 

推论 2. 如 果 FRARKLR Ág 在 [a,5] 上 是 
连续 的 ,那么 f ERGO, 


D «id. 我 们 确实 觉得 拉 卡 托 斯 会 在 某 些 方面 修改 这 一 段 ,因为 随 着 其 工作 
的 进展 ,他 的 黑 格 尔 的 背景 的 限制 变 得 越 来 越 绊 了。 然而 ,他 的 确保 留 了 一 个 信念 ,就 是 
确认 人 的 知性 活动 的 产品 部 分 的 自主 性 的 重要 价值 。 在 这 个 命题 的 客观 内 容 的 世界 中 
〈 波 普尔 把 它 叫做 “第 三 世界 ”: 见 其 [1972]) ,问题 的 存在 (例如 ,由 两 个 命题 之 间 的 逻辑 
的 不 一 致 性 所 引起 的 ?独立 于 我 们 对 它们 的 认 知 ;因此 ,我 们 可 以 发 现 (而 不 是 发 明 ) 知 性 
的 问题 。 但 是 拉 卡 托 斯 相信 这 些 问题 并 不 “要 求 ”解答 或 者 强求 属于 它们 自己 的 解答 ;更 
确切 地 说 ,人 的 创造 力 ( 它 或 许 会 出 现 ,或 许 不 会 ) 是 解决 这 些 问题 必 不 可 少 的 。 上 面 对 马 
克 思 批评 的 脚注 中 已 经 预示 了 这 一 观点 。 

© 和 鲁 丁 [1953], 第 99—100 页 。 

@ #TL1953],58 106 页 。 
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CR (g) 是 关于 g 的 黎 曼 -斯 蒂 杰 斯 可 积 函 数 类 。) 

如 果 我 们 真 的 理解 了 黎 曼 -斯 蒂 杰 斯 可 积 函 数 为 什么 如 此 重要 ,我 
们 也 许 会 对 这 一 命题 更 加 感 兴趣 。 鲁 丁 甚至 没有 提 到 直 党 上 最 明显 的 
可 积 概 念 , 即 柯 西 可 积 性 ,对 此 概念 的 批评 导致 了 黎 曼 可 积 性 。 所 以 , 现 
在 我 们 得 到 一 个 定理 ,在 其 中 出 现 了 两 个 神秘 的 概念 ,有 界 变 差 和 黎 曼 
可 积 性 。 但 是 ,有 了 两 个 神秘 的 概念 并 不 就 等 于 对 其 理解 了 。 或 者 , 它 
们 也 许 是 为 那些 有 “能 力 和 倾向 追求 思维 的 抽象 训练 ”的 人 来 做 的 0?? 

探 试 法 表述 将 表明 两 个 概念 一 一 黎 曼 -斯 蒂 杰 斯 可 积 性 和 有 界 
变 差 一 一 都 是 证 明 产生 的 概念 ,都 源 于 一 个 同样 的 证 明 : 传 里 叶 猜 
想 的 犹 利克 雷 证 明 。 这 一 证 明 给 出 了 两 个 概念 的 问题 背景 2。 

现在 , 传 里 叶 的 原始 猜想 8 不 包含 任何 神秘 的 术语 了 。 这 一 有 
界 变 差 的 “猜想 的 原型 "表明 任意 函数 都 是 傅 里 叶 可 展开 的 @ 一 一 它 
是 一 个 简单 的 而 又 令 人 激动 的 猜想 。 这 一 猜想 被 狄 利克 雷 证 明 
了 @。 狄 利克 雷 仔 细 地 检查 了 他 的 证 明 ,并 通过 在 其 中 建立 引 理 作 
为 条 件 改进 了 傅 里 叶 猜 想 。 这 些 条 件 就 是 著名 的 狄 利克 雷 条 件 。 作 
为 结果 的 定理 是 这 样 的 ; 所 有 函数 都 是 侍 里 叶 可 展开 的 (1) 在 一 个 


跳 聊 点 上 的 值 是 却 LACz 十 0) 十 PCz 一 0)]，(2) 它 只 有 有 限 个 不 
连续 点 ,以 及 (3) 它 只 有 有 限 个 最 大 值 和 最 小 值 @。 


© 和 鲁 丁 [1953], 前 言 。 

© ”这 一 证 明和 包括 其 在 内 的 定理 事实 上 都 在 鲁 丁 的 著作 中 提 到 过 ,但 是 它们 都 隐 
RER 8 章 练习 17 中 了 ,与 上 面 两 个 以 专横 的 方式 引 人 的 概念 完全 没有 联系 。 

© 全 里 叶 [1808], 第 112 页 。 

© “ 传 里 叶 可 展开 的 ”代表 “能 够 展开 成 为 带 有 傅 里 叶 系数 的 三 角 级 数 "。 

@@“ 见 其 [1829] 和 [1837]。 对 于 这 一 证 明 的 背景 有 许多 有 趣 的 方面 ,不 幸 我 们 现在 
都 不 能 深入 探究 ;例如 , 传 里 叶 最 初 的 “证 明 的 ”价值 问题 ,关于 后 来 的 两 个 狄 利克 雷 证 明 
的 比较 的 问题 ,以 及 狄 利克 雷 对 柯 西 的 较 早 的 证 明 所 作 的 决定 性 的 批判 之 问题 。 

© ”这 里 应 该 提 到 , 狄 利克 雷 的 证 明 并 非 由 针对 传 里 叶 原 始 猜想 的 反例 所 引导 ,或 是 
受 其 启发 。 没 有 人 提出 任何 反例 ;事实 上 , 柯 西 “证 明了 ”原始 猜想 。( 参 见 第 131 页 ,脚注 
名 ;他 的 证 明 的 有 效 范围 是 空 集 。) 最 初 的 反例 只 是 由 狄 利克 雷 证 明 的 引 理 才 让 人 想到 的 ; 
特别 是 由 于 其 第 一 引 理 。 除 此 之 外 , 传 里 叶 猜 想 的 第 一 个 反例 只 是 在 1876 年 才 由 杜 布 瓦 
斯 - 雷 蒙 德 提出 来 ,他 发 现 了 不 是 傅 里 叶 可 展开 的 连续 函数 。( 杜 布 瓦斯 - 雷 紫 德 [1876].) 
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所 有 这 些 条 件 都 是 从 这 一 证 明 产 生 的 。 狄 利克 雷 的 证 明 分 析 是 
不 完善 的 ,这 只 是 针对 其 第 三 个 条 件 : 其 证 明 事实 上 只 是 依赖 于 函 
数 的 有 界 变 差 。C 。 约 当 在 1881 年 批评 了 狄 利克 雷 的 证 明 分 析 , 并 
且 改正 了 他 的 错误 ,于 是 , 约 当 变 成 了 有 界 变 差 概念 的 发 现 者 。 但 
是 ,他 的 确 没有 发 明 这 一 概念 ,也 的 确 没有 “引入 ”这 一 概念 一 好 
宁 说 他 在 进行 批判 性 的 复查 时 ,在 狄 利克 雷 的 证 明 中 发 现 了 这 一 
MO, 

狄 利克 雷 证 明 中 的 另 一 个 弱点 是 对 柯 西 积分 定义 的 使 用 ,这 一 
定义 只 是 针对 于 连续 函数 的 适当 的 工具 。 按 照 柯 西 的 定义 , 非 连续 
函数 根本 是 不 可 积 的 ,因此 (itso facto) 它 们 不 是 依 里 叶 可 展开 的 。 
狄 利克 雷 是 通过 把 非 连续 函数 的 积分 看 作 是 在 函数 连续 的 那些 区 间 
上 的 积分 的 和 来 避免 这 一 困难 。 如 果 非 连续 点 的 数目 是 有 限 的 ,这 
很 容易 做 到 ,但 是 ,如 果 它 是 无 限 的 ,就 会 导致 困难 。 这 就 是 为 什么 
黎 曼 批评 柯 西 的 积分 概念 并 发 明了 一 个 新 概念 的 原因 。 

如 此 一 来 ,有 界 变 差 和 黎 曼 积分 这 两 个 神秘 的 概念 便 失 去 了 魅 
JI Centzaubert) ,被 剥夺 了 权威 性 的 魔力 ;它们 的 起 源 可 以 追溯 到 某 
种 清晰 明确 的 问题 情形 中 ,可 以 追溯 到 以 前 为 解决 这 些 问 题 所 做 的 
批评 中 。 第 一 个 定义 是 证 明 产 生 的 定义 , 先 由 狄 利克 雷 作 了 尝试 性 
地 表述 ,最 终 由 狄 利克 雷 证 明 分 析 的 批评 者 C。 约 当 发 现 。 第 二 个 
定义 是 来 自 对 先前 的 积分 定义 的 批评 ， 先前 的 积分 定义 被 证 明 对 于 
更 复杂 一 些 的 问题 是 不 适用 的 。 


”突然 就 “引入 ”一 个 概念 是 一 种 不 可 思议 的 做 法 ,以 演绎 主义 风格 撰写 的 历史 中 
就 常常 诉 诸 这 一 做 法 。 

© 见 约 当 [1881J 和 [1893], 第 241 页 。 约 当 他 自己 强调 他 并 没有 修改 狄 利克 雷 的 
证 明 ,而 只 是 修改 了 他 的 定理 。(“…… 于 是 狄 利克 雷 的 证 明 不 需要 修改 就 可 以 应 用 到 每 
一 个 有 限 振荡 的 函数 中 ……”) 然 而 , 齐 格 蒙 德 (Zygmund) 当 他 说 约 当 的 定理 与 狄 利克 雷 
的 相 比 “只 是 表面 上 更 加 普遍 ”时 ,他 说 错 了 ( 齐 格 蒙 德 [1935], 第 25 页 )。 这 是 约 当 证 明 
而 非 约 当 定 理 之 真实 情况 。 然 而 ,说 约 当 把 狄 利克 雷 定理 “扩展 ”到 有 界 变 差 函数 的 更 普 
遍 的 范围 足 一 种 误导 。( 例 如 , 舍 克 法 尔 维 - 纳 吉 (Sz6kefalvi-Nagy)[1954], 第 272 页 。) 卡 
斯 劳 (Carslaw) 在 其 [1930] 的 历史 导论 中 也 显示 出 对 证 明 分 析 缺 乏 理解 。 他 没有 注意 到 
犹 利克 雷 的 证 明 是 证 明 产 生 的 有 界 变 差 概念 的 证 明 原 型 。 
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在 说 明 探 试 法 的 第 二 个 例证 中 ,我 们 遵循 了 波 普尔 式 的 猜想 与 
反 了 驶 的 逻辑 模式 。 这 一 模式 比 黑 格 尔 的 模式 与 历史 的 关系 更 加 密 
切 , 黑 格 尔 的 模式 根本 不 理会 “尝试 和 过 错 ”, 把 它 当 作客 观 理念 的 必 
然 发 展 在 人 类 身上 的 全 然 盲目 的 一 种 实现 。 然 而 ,甚至 在 打上 波 普 
尔 烙印 的 理性 的 探 试 法 中 ,人 们 必须 区 分 为 解决 问题 而 设置 的 问题 
与 实际 要 解决 的 问题 ;必须 区 分 “偶然 的 ”错误 (一 方面 来 说 它 随 之 就 
消失 了 ,对 它 的 批评 在 进一步 的 发 展 中 不 起 什么 作用 ) 和 “本 质 的 ” 错 
误 ( 在 某 种 意义 上 , 它 在 被 反驳 之 后 也 还 会 保留 下 来 ,对 它 的 批评 是 
进一步 发 展 的 基础 )。 在 介绍 探 试 法 时 , 侦 然 的 错误 可 以 毫 无 损失 地 
省 略 之 ,处 理 这 些 错误 只 是 历史 学 的 事务 。 l 

我 们 只 是 略 述 了 导致 有 界 变 差 概 念 的 证 明 程序 开头 的 4 个 阶 
段 。 在 这 里 ,我 们 只 提示 一 下 这 一 令 人 感 兴趣 的 故事 的 其 余 的 部 分 。 
第 5 阶段 ?, 搜 寻 在 其 他 证 明 中 新 发 现 的 证 明 产生 的 概念 ,立刻 会 导 
致 在 原始 猜想 “所 有 的 曲线 都 是 可 求 长 的 ”证 明 中 发 现 有 界 变 差 @。 
第 7 阶段 引导 我 们 到 了 勒 贝 格 积分 和 现代 测度 论 。 


盆 抱 的 授 语 ;一些 探 斌 法 的 有 趣 细 节 也 许可 以 补充 到 文本 所 述 
说 的 故事 中 。 狄 利克 雷 确信 他 的 第 二 和 第 三 引 理 的 局 部 反例 不 是 
会 乌 的 反例 。 例 如 ,他 相信 所 有 连续 函数 ,不 管 它们 的 最 大 值 和 最 小 
值 的 数目 ,都 是 传 里 叶 可 展开 的 。 他 也 希望 这 一 更 普遍 的 结果 能 够 
通过 在 他 的 证 明 中 作 一 些 简 单 的 乌 屠 修正 而 得 到 证 明 。 这 一 观念 
在 1829 年 至 1876 年 间 被 广泛 接受 , 即 (1) 犹 利克 雷 的 证 明 只 是 部 
分 的 证 明 ;(2) 最 终 的 证 明 能 够 通过 一 些微 小 的 修正 而 得 到 ,但 是 
1876 年 , 当 杜 布 瓦 斯 - 雷 蒙 德 给 出 了 针对 储 里 叶 的 老 猜 想 的 第 一 个 
真正 的 反例 时 ,从 而 也 就 打破 了 这 种 修正 的 希望 。 约 当 关于 有 界 变 


O 多 证 多 联 法 全 部 标准 阶段 的 清单 可 参见 第 137—138 页 。 
© 在 这 一 发 现 中 , 杜 布 瓦 斯 - 雷 蒙 德 又 是 先行 者 ([1879],[1885]) ,而 拥有 令 人 羡慕 的 
敏锐 的 C， 约 当 又 是 实际 的 发 现 者 ( 约 当 [1887] 第 594 一 598 页 和 [1893] 第 100—108 页 )。 
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差 的 发 现 似乎 是 受到 这 一 反例 的 启发 。 

有 趣 的 是 ,我 们 注意 到 ， 高 斯 也 曾 鼓励 狼 利 充 雷 改进 其 证 明 ， 使 
它 能 够 应 用 到 带 有 任意 数目 的 最 大 值 和 最 小 值 的 函数 中 。 令 人 好 奇 
的 是 ,虽然 不 管 是 在 1829 年 还 是 1837 年 , 狄 利克 雷 都 没有 解决 这 一 
问题 ,但 是 在 1853 年 ,他 依然 认为 答案 是 如 此 明显 ,以 至 在 他 回复 高 
斯 的 请 求 的 信 中 修改 了 解答 ( 狄 利克 雷 [1853])。 他 的 解答 的 要 点 是 
这 样 的 ;最 大 值 和 最 小 值 的 集 在 所 考虑 的 区 间 不 应 该 有 任何 汇聚 点 
这 一 条 件 , 事 实 上 就 是 他 的 证 明 的 充分 条 件 。 他 的 锚 二 人 条件 是 关 
于 有 限 多 的 非 连 续 点 可 以 被 修正 的 问题 ,已 经 在 其 1829 年 的 第 一 篇 
论文 中 叙述 了 。 他 在 那里 声称 只 要 非 连续 点 的 集合 是 无 处 稠密 的 ， 
他 的 证 明 实 际 上 就 适用 。 这 些 修正 表明 , 狄 利克 雷 非 常 关 心 他 的 证 
明 分 析 的 问题 ,并 确信 它 可 以 适用 于 比 那 些 满足 于 他 的 谨慎 的 、 后 来 
被 称 作 “ 狱 利克 雷 条 件 ” 的 函数 更 多 的 函数 。 典 型 的 例子 是 ,他 在 其 
[1837] 中 根本 没有 谈 到 这 一 定理 。 他 总 是 确信 他 的 定理 对 所 有 连续 
函数 都 成 立 , 正 如 他 在 给 高 斯 的 信 中 所 表达 的 以 及 他 亲自 告诉 可 能 
持 怀疑 观点 的 维尔 斯 特 拉 斯 的 那样 。( 参 见 《 奥 斯 特 瓦 尔 德 精确 科学 
经 典 》, 第 186 卷 ,1913 年 ,第 125 页 。) 

既然 现在 他 的 定理 正如 他 在 其 [1929] 中 表述 的 实际 上 包括 “ 实 
际 出 现 的 ”所 有 类 型 的 函数 。 那 么 ,再 进一步 ,更 加 精细 的 分 析 已 经 
TEA ROUES TAT. BERATEN 


近来 被 广泛 接受 的 朱 迪 安 关于 储 里 叶 扮 演 了 决定 性 的 角色 的 观点 是 
言 过 其 实 了 。 储 里 叶 对 超出 了 直接 可 应 用 性 的 数学 论证 并 不 感 兴 
趣 。 狄 利克 雷 的 想法 是 的 确 不 同 的 。 他 隐约 感觉 到 他 的 证 明 的 分 析 
要 求 一 个 新 的 概念 框架 。 他 的 [1829] 论 文 的 最 后 一 旬 话 是 名 副 其 实 
的 预言 : 
但 是 ,要 把 事情 做 得 如 人 所 项 望 的 那样 完全 清楚 明白 ， 
就 需要 一 些 细节 来 约束 无 限 小 演算 的 基本 原理 ,这 将 在 另 
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外 的 笔记 中 提 到 ……… 

但 是 他 从 没有 发 表 这 一 承诺 的 笔记 。 正 是 黎 曼 ,通过 批评 柯 西 
的 积分 概念 , 浴 清 了 “约束 无 限 小 演算 的 基本 原理 的 细节 ”, 又 是 黎 
曼 , 通 过 清楚 地 表述 出 狄 利克 雷 的 隐约 的 感觉 ,并 通过 引入 革命 性 的 
技术 ,把 数学 分 析 , 实 际 上 还 把 理性 带 进 那些 非 实际 出 现 的 因而 被 当 
作怪 物 的 ,或 者 至 多 是 被 当 作 无 趣 的 例外 或 “ 奇 点 ”的 函数 中 。( 这 是 
狄 利 克 雷 的 态度 ,表达 在 其 [1829] 论 文 以 及 在 其 给 高 斯 的 信 [1853] 
中 。) 

一 些 持 绝 无 雇 误 论 的 数学 史家 在 这 里 使 用 了 忽略 历史 的 手法 ， 
把 一 个 长 期 的 充满 斗争 和 批评 的 发 展 过 程 压缩 成 单一 的 不 会 出 错 的 
洞察 行为 ,并 且 把 后 来 的 分 析 者 的 成 熟 赋予 了 狄 利克 雷 。 这 些 反 历 
史 的 历史 学 家 把 我 们 现代 的 实 函 数 的 一 般 概念 归 到 狄 利克 雷 头 上 ， 
并 因此 把 这 一 概念 命名 为 狄 利克 雷 函 数 概 念 。 正 。 工 。 贝 尔 在 其 
[1945] 第 293 页 中 断言 “ 狄 利克 雷 关 于 一 个 (实数 的 、 赋 值 ) 变 元 的 
(赋值 ) 函 数 定义 ,作为 一 个 表 , 或 者 作为 两 个 数 的 集合 之 间 的 一 致 性 
和 相关 性 ,暗示 了 点 集 的 等 值 理论 ”。 贝 尔 给 出 的 参考 书目 是 ;“ 狄 利 
克 雷 :《 文 集 》 第 1 卷 ,第 135 页 ”。 但 是 那里 并 没有 像 这 里 所 说 的 
内 容 。 布 尔 巴 基 说 道 :“ 众 所 周知 , 正 是 在 使 傅 里 时 的 观念 精确 化 这 
一 场合 下 , 狄 利克 雷 定义 了 正如 我 们 今天 所 理解 的 那个 普遍 的 函数 
MR”. (布尔 巴 基 [1960], 第 274 页 。) 布 尔 巴 基 说 “众所周知 >, 但 是 
却 没 有 给 出 任何 参考 文献 。 我 们 在 大 部 分 正统 的 教科 书 中 发 现实 函 
数 这 一 概念 “是 归 之 于 犹 利克 雷 ” 的 (例如 ,皮尔 庞 特 (Pierpont) 
[1905],# 120 页 )。 然 而 , 狄 利 克 雷 的 著作 中 根本 没有 这 样 的 定义 。 
不 过 倒 有 充分 的 证 据 表 明 他 完全 不 知道 这 个 概念 。 例 如 在 他 的 
[1837 EXP, 当 他 在 讨论 分 段 连续 函数 时 ,他 说 ,在 不 连续 点 上 函 
数 有 两 个 值 : | 

这 一 曲线 , 它 的 工 和 y 坐标 分 别 被 标记 为 B 和 $(P) ,是 
由 一 些 分 段 组 成 。 在 工 轴 上 方 与 B 的 某 些 特殊 值 相对 应 的 
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点 上 ,曲线 部 分 是 逐次 断 开 的 ;并 且 对 于 每 一 个 这 样 的 工 

坐标 事实 上 都 对 应 有 两 个 y 坐标 ,其 中 一 个 属于 在 这 一 点 

终止 的 部 分 , 另 一 个 属于 从 那里 开始 的 部 分 。 在 下 面 ,将 有 

必要 区 分 这 两 个 下 用 的 值 ,我 们 将 用 $C9— 0) #7 #(B+-0) À 

表示 它们 。 | 
这 些 引 文 毫 无 疑问 表明 了 狄 利克 雷 距 离 “ 犹 利克 雷 函 数 概念 ”是 多 么 
EX. 

那些 把 犹 利克 雷 与 “ 犹 利 克 雷 定义 ”联系 在 一 起 的 人 ,大 抵 会 想 
到 出 现在 他 的 [1829] 论 文中 的 犹 利克 雷 函 数 : 一 个 函数 , 当 工 是 有 
理 数 时 其 为 0, 当 工 是 无 理 数 时 其 为 1。 麻 烦 的 还 是 狄 利克 雷 依 然 坚 
持 所 有 真正 的 函数 实际 上 都 是 储 里 叶 可 展开 的 一 一 他 明显 地 把 这 种 
“函数 ?设计 为 了 一 个 怪物 。 按 照 狄 利 克 雷 的 观点 ,他 的 “函数 ”并 不 
是 “普通 的 ” 实 函 数 的 例子 ,而 是 并 非 应 该 以 这 一 名 称 来 命名 的 函数 
的 例子 。 

令 人 好 奇 的 是 ,那些 设法 去 发 觉 狄 利克 雷 函 数 定义 而 不 管 它 并 
不 存在 的 人 ,他 们 却 没有 注意 到 他 的 两 篇 论文 的 标题 谈 及 的 就 是 所 
有 “完全 任意 的 ”(ganz willkürliche) i X JR JF R 29 48 8 vt Js M s] 
题 。 然 而 ,这 就 意味 着 一 一 依照 狄 利克 雷 的 观点 一 一 狄 利 克 雷 函数 
是 在 “完全 任意 的 函数 ”这 一 家 族 之 外 ,他 把 它 当 作 一 个 怪物 ,因为 一 
个 “普通 的 ”函数 必须 有 一 个 积分 而 这 个 函数 显然 没有 。 事 实 上 , 黎 
曼 在 批评 柯 西 的 积分 概念 连带 狄 利克 雷 对 其 所 做 的 专门 的 修正 时 ， 
就 已 经 批评 了 狄 利克 雷 狭 隘 的 函数 概念 。 黎 曼 表 明 , 如 果 我 们 扩大 
了 积分 概念 , 像 对 于 每 一 个 形式 为 p/2n 的 有 理 数 都 是 非 连续 的 函 
数 这 样 的 怪物 都 是 可 积 的 ,这 里 p 是 奇数 ,与 互 素 ,即使 这 一 函数 
在 处 处 稠 集 上 都 是非 连 续 的 。 因 此 ,这 一 如 此 类 似 于 狄 利克 雷 怪 物 
的 函数 是 普通 的 函数 。( 在 黎 曼 扩展 了 的 积分 概念 中 并 没有 什么 “ 任 
意 的 ?东西 ;他 的 革命 性 的 一 步 是 追问 何 种 函数 可 以 由 三 角 级 数 来 表 
示 , 而 不 是 追问 何 种 函数 是 傅 里 叶 可 展开 的 。 他 的 目的 是 要 扩展 积 
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分 的 概念 ,使 所 有 三 角 级 数 之 和 的 函数 能 够 是 可 积 的 从 而 是 侍 里 叶 
可 展开 的 。 这 是 概念 的 工具 主义 的 一 个 最 漂亮 的 例子 。) | 

RDF RATER EX ÉE MORE X FRA EE A TA 
利克 雷 函 数 定义 ”这 一 传言 的 始作俑者 。 那 就 是 H。 汉 克 尔 ,他 在 
分 析 函 数 概念 的 发 展 中 ([1882], 第 63—112 页 ) ,解释 了 传 里 叶 的 结 
论 是 如 何 打破 旧 的 函数 概念 的 。 然 后 ,他 继续 说 道 ， 

剩 下 要 做 的 是 ,首先 ,不 再 讨论 函数 能 够 解析 的 条 件 ， 

原因 是 这 一 条 件 无 关 紧 要 ;其 次 ,在 摆脱 这 一 纠缠 的 同时 ， 

给 出 如 下 的 说 明 : 一 个 被 称 作 变 元 的 函数 y 如果 对 某 

一 区 间 内 变 元 工 的 值 ,都 相应 地 存在 确定 的 y 的 值 ,不 论 y 

在 整个 区 间 依 照 同 样 的 定律 是 否 依赖 于 工 ,也 不 论 这 一 依 

赖 关 系 是 否 可 以 用 数学 运算 来 表达 。 我 把 这 个 纯粹 名 词性 

定义 归 之 于 狄 利克 雷 ,因为 它 是 狄 利克 雷 研究 傅 里 叶 级 数 

的 基础 ,并 且 表明 了 那个 较 早 的 概念 是 站 不 住 脚 的 ……. 


(ec) 可 测 集 的 卡拉 西 尔 德 瑞 定 义 


从 演绎 主义 转变 为 探 试 论 方法 的 确 是 困难 的 ,但 是 一 些 讲授 现 
代数 学 的 老师 已 经 意识 到 需要 这 样 做 。 让 我 们 来 看 一 个 例子 。 在 现 
代 教 科 书 关于 测度 论 或 概率 论 的 部 分 ,我 们 经 常会 碰 到 可 测 集 的 卡 
FL PER FE Fi (Carathéodory)Æ X: 

du 是 一 个 在 遗传 5- 环 H ES RUE. RAEE 
H 中 是 jx 可 测 的 ,如 果 对 于 每 一 个 在 H 中 的 集合 A, 
E (A) =u ANEH ANEN, 


如 此 这 般 的 定义 一 定 是 令 人 迷惑 的 。 当 然 解释 它 总 是 很 容易 ; 
数学 家 就 是 以 其 所 好 来 定义 概念 的 。 可 是 认真 的 老师 不 会 接受 这 种 
安逸 的 庇护 。 他 们 也 不 会 说 这 就 是 正确 的 、 真 的 可 测 性 的 定义 ,成 熟 
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的 数学 方面 的 见识 将 会 如 此 来 看 待 它 。 事 实 上 ,他们 通常 会 给 出 一 
个 相对 模糊 的 暗示 ,提示 我 们 可 以 看 看 后 面 由 定义 得 出 的 结论 :“ 诸 
多 定义 都 是 一 些 教条 ;只 有 那些 从 这 些 定义 得 出 的 结论 才能 够 提供 
新 的 见识 ”0 所 以 我 们 不 得 不 对 定义 暂且 不 加 考察 ,而 看 看 会 出 现 
什么 情况 。 虽 然 这 中 间 有 专横 的 论述 ,但 是 至 少 它 是 问题 已 经 被 意 
识 到 的 一 种 标记 。 这 是 一 个 辩解 ,即使 它 依 然 是 一 个 专横 的 辩解 。 
让 我 们 引用 哈 莫 斯 为 卡拉 西 尔 德 瑞 定 义 所 做 的 辩解 :“ 要 获得 关于 
上 必 可 测 性 意义 的 直觉 的 理解 是 相当 困难 的 ,除非 完全 熟悉 其 所 隐 含 
的 东西 ,我 们 打算 在 下 面 展开 之 .”@ 然 后 他 继续 说 道 
不 管 怎样 ,下 面 的 注解 也 许 是 有 帮助 的 。 一 个 外 测度 

不 必 是 可 数 的 ,甚至 也 不 必 是 有 限 可 加 的 集 函 数 。 为 了 满 

足 可 加 性 这 一 合理 的 要 求 ,我 们 挑选 了 可 加 地 分 割 其 他 每 

一 个 集合 的 那些 集合 一 一 j* 可 测 性 定义 是 这 个 相当 不 精 

确 描述 的 精确 表达 。 这 一 看 似 复 杂 的 概念 最 为 正当 的 理由 

就 是 , 它 作为 一 个 工具 ,在 证 明 那 个 重要 而 且 有 用 的 8 13 

中 的 扩展 定理 时 ,尽管 可 能 令 人 吃惊 但 却 是 绝对 彻底 的 成 

839, 

这 个 理由 的 第 一 部 分 ,有 关 “ 直 觉 的 ” 那 一 部 分 是 有 一 点 误导 , 因 
为 ,正如 我 们 从 第 二 部 分 获知 ,这 一 概念 在 卡拉 西 尔 德 瑞 关于 测度 扩 
张 的 定理 ( 哈 莫 斯 在 下 一 章 引 和 之 ) 中 是 证 明 产 生 的 概念 。 所 以 ,不 
管 它 是 或 者 不 是 直觉 的 根本 不 会 引 人 关 注 : 其 根本 理由 不 是 存在 于 
它 的 直觉 性 之 中 ,而 是 存在 于 它 的 证 明 原 型 处 。 我 们 决 不 应 该 把 证 
明 产 生 的 概念 从 其 证 明 原型 处 扯 下 来 ,而 在 证 明之 前 的 诸 节 其 至 诸 
章 中 就 提出 来 ,而 这 一 概念 从 探 试 法 的 角度 来 讲 是 由 证 明 所 衍生 的 。 


D KK， 门 格 尔 (K. Menger)[1928], 第 76 页 ,经 由 K，R… 波 普尔 同意 引 自 其 
[1959], 第 55 页 。 
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M À 洛 易 夫 (M. Loeve) 在 其 [1955] 中 ,就 非常 从 当地 在 他 关于 
测度 的 扩张 的 一 节 提 出 这 个 定义 ,把 它 作为 扩张 定理 的 一 个 必要 的 
概念 :“ 我 们 将 需要 这 里 所 收集 的 各 种 各 样 的 概念 ”0 但 是 ,他 究竟 
怎样 知道 这 些 最 复杂 的 工具 中 哪些 是 将 来 的 运算 所 需要 的 呢 ? 的 
确 , 他 已 经 对 他 将 会 发 现 什么 和 怎样 进行 下 去 有 了 一 些 想法 。 那 么 ， 
这 一 神秘 的 把 定义 放 在 证 明之 前 的 安排 又 是 为 了 什么 呢 ? 

人 们 可 以 容易 地 举 出 更 多 的 例子 ,在 那里 陈述 原始 猜想 ,给 出 证 
明 、 反 例 ,并 且 按 照 探 试 法 的 秩序 直到 定理 和 证 明 产 生 的 定义 ,这 将 
消除 抽象 数学 中 专横 的 神秘 主义 ,并 将 担当 阻止 退化 之 闸 。 研 究 几 
个 退化 的 案例 对 数学 来 讲 是 大 有 益处 的 。 不 幸 的 是 ,演绎 主义 风格 
和 数学 知识 的 支离破碎 为 “退化 的 ”论文 保驾 护航 使 之 处 于 相当 重要 
的 地 位 。 
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